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RESUMO

A descoberta de acumulagoes de petroleo e gas em uma dada regiao exige conhecimento
muito preciso das formagoes geoldgicas da subsuperficie terrestre e é uma tarefa bastante
complexa devido a anisotropia do meio. Tendo em vista esse objetivo, varios levanta-
mentos de dados geofisicos precisam ser feitos inicialmente e os que apresentam melhores
resultados sao os levantamentos utilizando sismica de reflexao. Esse método consiste em
gerar artificialmente ondas sismicas na superficie terrestre e medir o tempo levado por
essas ondas para percorrer a distancia da fonte aos receptores. Nesse sentido, o estudo da
propagacao de ondas em meios materiais, sobretudo em meios anisotropicos, tem impor-
tantes aplicagoes na prospecc¢ao de hidrocarbonetos. E através da andlise da propagacao
de pulsos ondulatérios na subsuperficie terrestre que se extrai informagoes litologicas das
rochas e, consequentemente, pode-se inferir a existéncia de petroleo e gias em uma dada
regiao. Dessa forma, a modelagem sismica tem sido uma das ferramentas mais impor-
tantes a disposicao dos profissionais envolvidos no processo de prospeccao de petroleo e
gas. A propagacao de ondas mecanicas pode ser descrita pela teoria actstica ou elastica.
Dependendo do meio uma teoria pode fornecer melhor resultado que a outra. Contudo,
até que ponto os resultados obtidos simulando a equacao de onda elastica difere dos re-
sultados da equacao de onda acustica? Neste trabalho aplicamos as teorias acustica e
elastica a mesma geologia de subsuperficie e fizemos simulacoes numéricas, utilizando o
método das diferencas finitas, para resolver o sistema de equagoes diferenciais parciais
que regem o comportamento das ondas sismicas.

Palavras-chave: Sismica. Modelagem. Simulagoes. Petréleo.



ABSTRACT

The discovery of oil and gas accumulations in a given region requires very precise kno-
wledge of the geological formations of the earth’s subsurface and is a complex task due
to the anisotropy of the medium. Towards this goal, various geophysical surveys need to
be done initially and those with best results are surveys using seismic reflection. This
method is to generate artificial seismic waves in the Earth’s surface and measure the time
taken by these waves to travel the distance from the source to the receivers. In this sense,
the study of wave propagation in material resources, especially in anisotropic media, has
important applications in hydrocarbon prospecting. It is by analyzing the pulse wave
propagation in the Earth’s subsurface lithologic information that is extracted from rocks
and hence we can infer the existence of oil and gas in a given region. Thus, the seismic
modeling has been one of the most important available to professionals involved in the
prospecting process oil and gas tools. The propagation of mechanical waves can be des-
cribed for acoustic or elastic domain. Depending on the medium a theory can provide
better results than the other. However, to what extent the results obtained simulating
the elastic wave equation differs from the results of the acoustic wave equation? In this
paper we apply the acoustic and elastic theories to the same geology of the subsurface
and made numerical simulations, using the finite difference method to solve the system
of partial differential equations governing the behavior of seismic waves.

Keywords: Seismic. Modeling. Simulations. Oil.
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1 INTRODUCAO

A Geofisica é a ciéncia que aplica os principios da Fisica ao estudo da Terra. Na sua
forma aplicada, investiga certas propriedades e aspectos da crosta terrestre que embora
nao visiveis podem ocorrer. A investigacao desses aspectos tem como objetivo principal
a resolucao de problemas praticos como a prospeccao de petréleo, a localizacao de zonas
favoraveis a circulagao de aguas subterraneas e a prospec¢ao mineral. Tendo em vista
essa finalidade a Geofisica utiliza varios métodos de prospec¢ao como gravimétrico, ele-
tromagnético, sismico, entre outros. Dentre os métodos de prospeccao geofisica, o mais
utilizado na prospeccao de petrdleo e gas é o método sismico de reflexao. Esse método
consiste em gerar artificialmente ondas sismicas na superficie terrestre e medir o tempo

levado por essas ondas para percorrer a distancia da fonte aos receptores.

O método sismico consiste em trés etapas: aquisicao, processamento e interpretacao.
No processo de aquisi¢ao, uma fonte de onda sismica é aplicada na regiao de interesse, em
terra ou no mar. Os sinais registrados na superficie pelos sensores contém informacoes
sobre a regiao estudada, pois a forma como o pulso se propaga depende do meio. Apds
a aquisicao, os dados sao processados digitalmente com o intuito de gerar uma ima-
gem representativa da geologia. Atualmente esse processamento é realizado utilizando
técnicas de migragao sismica baseada na equacao da onda, dentre elas: método baseado
na solucao de diferencas finitas de uma aproximacao da equacao da onda, migracao de
Kirchhoff, migracao em profundidade e migracao reversa no tempo. Por fim, os dados sao

interpretados.

A interpretacao depende, dentre outros aspectos, do conhecimento dos parametros
do meio que produziu o sinal analisado. Para obté-los, as equagoes que descrevem o
comportamento da onda devem ser ajustados aos dados adquiridos em campo. Por isso,
a modelagem sismica tem sido uma das ferramentas mais importantes a disposicao dos

profissionais envolvidos no processo de prospecgao de petroleo e gas.

A modelagem sismica busca descrever o fendomeno de propagacao da onda desde a
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fonte, passando pelas camadas do meio, até retornar aos receptores. Ela possibilita avaliar
as limitagoes e armadilhas do método sismico, otimizar parametros de aquisicao, bem

como fornecer dados para programas de processamento sismico.

Ha& diferentes teorias fisicas que modelam a propagacao de ondas sismicas, - a saber:
teoria acustica, teoria elastica, teoria visco-elastica e poro-eldstica - cada uma delas com
diferente grau de refinamento. Com isso, diferentes equagoes mateméaticas precisam ser
resolvidas, de acordo com a teoria considerada. Dependendo do meio, uma teoria pode

fornecer melhor resultado que a outra.

Este trabalho tem como objetivo principal fazer simulacoes para resolver a equacao da
onda acustica e eldstica e comparar os resultados numéricos obtidos. Nessa perspectiva,

o presente trabalho é descrito como segue.

No capitulo 2 é discutido os conceitos gerais referentes as formulagoes actstica e
elastica e derivado as equagoes de onda para as duas formulagoes. No capitulo 3 apresenta-
se 0 Método das Diferenga Finitas (MDF) que sera utilizado para resolver as equacoes de
onda. As equagOes continuas sao discretizadas a partir dos modelos escritos para gerar
os dados sintéticos. No capitulo 4 é mostrado os resultados e discutido alguns aspectos
referentes a resposta produzida por cada modelo. Finalmente, no capitulo 5 concluimos
analisando as diferencas existentes entre as duas respostas. Os programas que simulam a

equacao de onda acustica e eldstica encontram-se nos apéndices A e B.
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2 PROPAGACAO DE ONDAS
SISMICAS

O estudo da propagacao de ondas em meios materiais tem importantes aplicagoes
geofisicas, principalmente na sismica de prospeccao de hidrocarbonetos. E através da
analise da propagacao de pulsos ondulatérios na subsuperficie terrestre que se extrai
informagoes fisicas das rochas e, consequentemente, pode-se inferir a existéncia de petréleo
e gas em uma dada regiao. Neste capitulo discutimos os aspectos gerais da propagacao

de ondas em meios acusticos e eldsticos.

2.1 Teoria acustica

A teoria acustica descreve o fendmeno de propagacao de ondas considerando um meio
acustico, isso significa desprezar as tensoes cisalhantes. Logo, qualquer material que ao
sofrer uma perturbacao em um ponto, transmite-a ponto a ponto ao longo do meio apenas
de forma longitudinal, isto é, apenas a tensao normal ou pressao produz a oscilacao nas
camadas do meio fazendo com que um pulso gerado em um ponto se propague. Assim,

um fluido pode ser modelado como um meio acustico.

Considere uma regiao no espacgo contendo um material fluido qualquer. Se ocorrer
em um ponto desse meio uma perturbacao gerada por um campo de forca qualquer, tal
perturbacao ira se propagar ao longo de todo o meio através de uma onda. A transmissao

ponto a ponto ocorre apenas por meio de tensoes normais.

Considere agora um fluido com densidade p, onde as particulas se deslocam com
velocidade v dependente da posicao e do tempo. Tomando uma porcao de fluido de
volume V', encerrado por uma superficie fechada A e a normal dada por 7, conforme

mostra a Fig. (1). Neste caso, a taxa de variagdo da massa M, dentro do volume é dada
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M hmﬂﬁm

X
Figura 1: Uma porcao de fluido em movimento limitado por uma superficie de area A,
(2.1)

volume V' e densidade p.
oM 0
—_— = av.
at ot /Vp

por
(2.2)

Por outro lado, a taxa de variagao da massa pode ser escrita como o negativo do fluxo de

massa que atravessa a superficie fechada, isto é,
0 S
— | pdV =— ¢ pu.ndA.
v A

ot
Caso exista alguma fonte de massa, como exemplo, uma explosao préximo a superficie,
(2.3)

deve ser incluido na equacao anterior a taxa de injecao de massa. Assim,
0

/ pdV = — 7{ pridA+ 2 / indV.
v A ot

ot
onde 7y, é a densidade volumétrica de injecao de massa.
Utilizando agora o teorema do divergente de Gauss, escrito,
fé.ﬁdA = /(ﬁ.é)dv, (2.4)
(2.5)

 Oin
t?

onde B é um campo vetorial. Dessa forma, a Eq. (2.3) pode ser reescrita como
0 =
L V.(p?) = 5

ot
(2.6)

que é a equagao da continuidade de massa.
Por outro lado, a taxa de variacao temporal do momento linear pode ser escrita como,
OP 9
/ pudV.

ot ot
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Essa taxa é igual ao negativo do fluxo de momento através da superficie fechada somado

as forcas externas F' que atuam no volume de fluido, isto é,

% pudV = — 7{ (p?)v.ndA + F. (2.7)

As forcas externas incluem as forcas de campo e as forcas de contato devido a pressao

exercida pelo meio que envolve a superficie. Assim,
F=— j{pﬁdA + /fdv, (2.8)

onde f ¢ a densidade volumétrica de forcas de campo e p a pressao. Aplicando novamente

o teorema do divergente, a Eq. (2.7) pode ser reescrita como

%/pwv - —/6.[(pﬁ)ﬂdV—/ﬁpdv+/fdv, (2.9)
ou ainda,

d(pv)

5t oV .(p0) + (p.V)v+Vp = [, (2.10)

que é conhecida como 2? lei de Newton generalizada.

Considerando que a propagacao da onda em um meio acustico seja adiabatica, pode-se

assumir a seguinte equacao de estado
pp K =cte, . K=—_— (2.11)

onde C'y e Cp sao os calores especificos a volume e pressao constantes, respectivamente.

Para muitas aplicacoes de interesse geoldgico, o meio pode ser considerado estatico de
forma que as mudangas em pressao e densidade ocorram somente devido a perturbacao

causada pela passagem da onda. Dessa forma, vamos escrever

p(7,t) = po(7) + Ap(7, 1), (2.12)

p(f’, t) = pO(F) + Ap(ﬁ t)? (2'13)

onde Ap e Ap representam uma perturbagao em cada ponto em torno dos valores estaticos,

Do € po. Substituindo as Egs. (2.12) e (2.13) na Eq. (2.11), vem que

pp = (po+ Ap)(po + Ap) ™% = pop, ¥, (2.14)
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ou ainda,

(1 + Ap) (1 + %> “L (2.15)

Po Po

Resolvendo para Ap/p,,

A Ap\ ¥
P_ <1 + —p> ~1 (2.16)
Po Po

Fazendo v = 1/K, e aplicando o teorema binomial, a equacao acima é aproximada para,

A A
AR (2.17)
Po Do

onde os termos de ordem superior foram negligenciados.

2.1.1 Linearizacao das equacoes gerais

Em aplicacoes de interesse geofisico é comum considerar que o fluido encontra-se em
equilibrio estatico, de forma que a velocidade das particulas é devida somente a per-

turbagao causada pela passagem da onda actustica. Dessa forma, pode-se escrever

A A
p<<1 e P

<< 1. (2.18)
Po Po

Substituindo as Egs. (2.12) e (2.13) na Eq. (2.5) e levando em conta as consideragoes
dadas pela Eq. (2.18), obtém-se:

I(A = - i
(27) + (po + Ap)V.T+vV.(p, + Ap) = ﬂ, (2.19)
ot ot
ou ainda,
10(Ap) = U= 1 iy
— . —V. Ap) = ———. 2.2
ot +Vv+p0V(po+ p) P (2:20)

Desprezando-se termos de ordem superior do lado esquerdo da equacao acima, obtém-se

a equacao da continuidade linear escrita como segue,

+V.i=2 (2.21)

onde iy = ———. Note que a taxa de variacao da densidade volumétrica de injecao
o
de massa dividido pela densidade estatica do fluido representa uma fonte acistica mais

realistica iy que depende da posicao e do tempo.
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Aplicando o mesmo procedimento para a segunda lei de Newton generalizada [Eq.

(2.10)], obtém-se,

L (9o + D5p)D) + T9.((po + A0)T) + [(p0 + Ap)TFNT + T oo+ Ap) = F, (2.22)

ot
ou ainda,
8/17 _'aAp = 5 = — — —
(po + Ap)my + U=+ 0V.|(po + Ap)T] + [(po + Ap)UV]T+ V(po + Ap) = f. (2.23)

Desprezando-se os termos nao lineares e considerando que a variacao da pressao estatica
é muito menor que a pressao acustica, ou seja, |Vp,| << |V(Ap)|, a 2* lei de Newton na
forma linearizada é escrita como,

ov

pory +V(AD) = F. (2.24)

A partir da Eq. (2.17), pode-se escrever Ap como,
v 1
Ap = po~Ap = poAp, (2.25)
onde kK = p,/v é o mbédulo de compressao adiabatica. Por conveniéncia de notagao
vamos fazer p,(r) = p(r) e Ap(r,t) = p(r,t). Substituindo esses resultados nas equagoes

linearizadas da continuidade e de movimento, obtém-se:

19p < . iy

—o +VI= 2, (2.26)
o = =
— = f 2.2
par TVP=1 (2.27)

Essas duas equacoes representam completamente o campo da ondas actstica através das
fungoes p(7,t) e v(7, 1), ja o fluido é representado por p(7) e k(7) e a fonte é dada pelos

termos iy (7, t) e f.

Outra forma de representar o campo actstico é através do deslocamento u(7,t) das
particulas. Fazendo entdo, ¢ = 9(u)/0t e d(v)/0t = 9*(d)/Ot* as Eqs. (2.26) e (2.27),

podem ser reescritas como

];) F VT =iy, (2.28)
% - -
p Ly p=F (2.29)
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2.1.2 Equacao de onda acustica

As equagoes obtidas até aqui relacionam o campo de pressao com o de velocidade ou
deslocamento, resultando em modelos de campos duplo. Ao invés de equacoes hiperbdlicas
de primeira ordem, pode-se usar equacao hiperbdlica de segunda ordem, conhecida como
equacao da onda. Nessa representacao os campos de pressao, velocidade e deslocamento

podem ser separados em equagoes de onda de campo tinico, conforme mostrado a seguir.

Derivando entao a Eq. (2.26) em relacao ao tempo, multiplicando a Eq. (2.27) por

1/p e tomando o divergente, obtém-se:

1% o 00 iy

Eaﬁ + Va = PR (2.30)

> 0 = (1o - (15
— = =V.[| - . 2.31
vy (pr) V(pf) (2.31)

Combinando as Egs. (2.30) e (2.31), vem que

- (1= p 0%*p Piy = (12
A= - =— -V. |- 2.32
pV (pr) 2= P VY pf 7 (2.32)
ou ainda,
- (1= 1 0%p
e foi feito

GQiV = 1= K
S="3m V. <;f> e c= \/% (2.34)
g+

V2, a Eq. (2.33) pode ser

reescrita como
p— ——=——-Vp.Vp = —ps, (2.35)
p
que é a equacao de onda para a pressao. Note que em regioes onde o gradiente de p é

desprezivel, a equacao anterior se reduz para,

1 0%
2
P=Zgp = P (2.36)

que é a equacao de propagacao de onda em um meio homogeneo e isotrépico.

Ainda é possivel escrever a equacao de onda acustica em termos do campo de veloci-

dade ou do campo de deslocamento. Para tanto, vamos multiplicar a Eq. (2.26) por k e
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tomar o divergente, em seguida derivar a Eq. (2.27) com relagdo ao tempo, obtendo,

VP =( =N = Oiv
e +V (nV.v) =V (/@E) : (2.37)

o' 0% _of
Por T ot T o
Combinando as Egs. (2.37) e (2.38), vem

1o/ =N pd0 1=/ 0iv\ Of
- F) B2 == V) -2, 2.
K,V (KV U> kOt? K [V (H ot ) ot (2:39)

—

Substituindo a Eq. (2.34) na equacio anterior e fazendo s;, = f — V(kiy), tem-se,

(2.38)

lo, = 1 0%*0 103,

“V(kVA) - 5= = ———2, 2.40

K ( ) c? Ot? Kk Ot ( )
que é a equacao de onda acustica escrita em termos do campo de velocidade. Finalmente,

fazendo v = 0u/0t vem,

1o - Ou 1 0% 10s,

onde

kKO0 = =

V), (2.42)

—

o= age Vi

que ¢é a equacao de onda em termos do campo de deslocamento.

2.2 Teoria elastica

Na formulacao eldstica, as tensoes cisalhantes nao podem ser desprezadas. Dessa
forma, quando uma perturbacao é aplicada em um ponto do dominio que representa
o material, além da perturbacao ser transmitida ponto a ponto de forma longitudinal
pela pressao (ou tensdo normal) também é transmitida transversalmente pelas tensoes

cisalhantes.

Meios que reagem a qualquer tipo de tensao sao denominados meios sélidos. Todos os
materiais sélidos sao viscosos, por essa razao se deformam ao serem submetidos a esforgos
externos. Se, apos a retirada do esforco que estava atuando sobre um corpo viscoso
qualquer, este volte a sua configuracao original, o material constituinte é dito elastico,

portanto pode ser descrito pela teoria da elasticidade. Assim como na teoria acustica, a
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variacao de tensao em cada ponto do meio, quando uma perturbagao é causada em um

ponto, se propaga como uma onda.

A importancia de considerar a viscosidade é que, os meios de interesse onde se desejam
obter informagoes geofisicas sdo meios sélidos ou fluidos de alta viscosidade [1], estes
devido a existéncia de tensoes cisalhantes transmitem também ondas transversais. Desse

modo, um meio geolégico como as rochas nao podem ser tratados como um meio fluido.

A principal diferenga do ponto de vista matematico entre a teoria actstica e a elastica
é que por considerar apenas a pressao, na teoria acustica, todos os modelos se resumem
a apenas uma equacao para todas as diregoes. Ja na teoria elastica tem-se uma equagao

para cada direcao, gerando modelos acoplados.

Considere agora uma regiao do espaco contendo um material qualquer de densidade
p(7,t) cujas particulas do meio se movem com velocidade v(7,t) dependente da posicao e
do tempo. Tomando uma porc¢ao de volume V' desse material encerrado por uma superficie
fechada A e normal 77, similar a Fig. (1), a taxa de variagao temporal do momento linear
P da porcao do material encerrada por A é,

= [ (2.43)
que representa as forcas no volume de controle. Essa variacao é devido ao fluxo de
momento que entra ou sai pela superficie de modo que podemos escreve-la como o negativo
do fluxo de momento através da superficie mais a resultante das forcas externas F. Assim,

podemos escrever a variacao temporal do fluxo de P como

53/@mJV=—1%mmﬁﬁm4+ﬁ, (2.44)

onde F' pode ser escrita como,
ﬁ:—%mMA+/ﬁV (2.45)

Na equagao acima 7, inclui os termos de pressao e tensoes cisalhantes e f é a densidade

volumétrica de forcas de campo. Aplicando o teorema do divergente, obtém-se,

t/F%?+ﬁﬁ@m+uﬁﬁw+ﬁ%—ddV:Q (2.46)
Apv) + OV (p0) + (pB.V)T + V7, = (2.47)
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que ¢é a equacao de movimento nao linear para meios elasticos anisotropicos.

Como estamos interessados apenas no caso linear, os termos nao lineares serao descon-
siderados. Considerando novamente a decomposicao de pressao e densidade dadas pelas
Egs. (2.12) e (2.13), pode-se mostrar que a equagao de movimento linearizada toma a

seguinte forma,

o - -

o~ V=1, (2.48)

onde fizemos p, — p. Considerando um sistema de coordenadas cartesianas, e utilizando

a notacao indicial (convencao de soma repetitiva), V = (0,, 0y, 0,) := 0; sendo j = 1 — z,

j=2—=yej=3— z pode-se escrever a Eq. (2.48) como,
p@tvi — 8j7—ij = fi, (249)

onde 7;; ¢ um tensor de 2* ordem denominado tensor de tensao. No espaco euclidiano

tridimensional o tensor de tensao pode ser representado por uma matriz 3x3.

Geralmente um corpo sofre a acao de forcas externas de duas formas, pelo contato de
sua superficie com os materiais presentes nas suas vizinhangas, ou por campo de forcas.
As forcas de contato também conhecidas como forcas de superficie sao produzidas pelos
materiais que tangencia a superficie do corpo. Para melhor entender isso, vamos considerar
um corpo de volume V', formado de pequenas particulas em forma de cubo, como mostra
a Fig. (2).

X

Figura 2: Representacao de um corpo de volume V formado de pequenas particulas em
forma de cubo.

O cubo central (em amarelo) estd em contato com 6 cubos vizinho (em cinza) cada
um aplica forcas sobre cada face do cubo central. Como a forca aplicada por cada cubo

nao é pontual, é mais conveniente expressa-la em termos de tensao. Generalizando a ideia
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acima, tais forcas podem estar perpendicular, tangente ou em uma direcao arbitraria em
relacao a normal da face de contato. Portanto, para representar as tensoes atuantes em
um ponto especifico do dominio de um material utilizamos o tensor de tensao. Veja a

Ref. [6] para mais detalhes.

O tensor Tij € sImeétrico, 1Sto €, Tyy = Tuy, Tox = Tzz € Toy = Ty resultando em 6
componentes independentes. Para ¢ = j as tensoOes sao normais e para ¢ # j as tensoes

sao cisalhantes.

Uma vez submetido a um campo de tensao, seja por meio de forcas de superficie ou
de campo, o corpo se deforma, isto é, ocorre mudanca em sua forma. Essa deformacao

pode ser expressa através do tensor de deformacgao (idem Ref. [6]) escrito como,
1
Cij = 5(&'%‘ + Ojui), (2.50)

para i = j, tem-se as deformagoes normais,

_ Ou, B % _ Oug

€or = 5~ Caa = y Caz = 5= (2.51)
e 1 # j as deformagoes cisalhantes,
1
Cys = €gy = E(ﬁmuy + Oyuy),
Cop = Cpp = %(&Cuz + 0,uy), (2.52)

1
Coy = €y = 5(&2% + 0yu.).

Assim,

que também é simétrico com 6 componentes independentes. Todas as demonstracoes de

simetrias relacionados a e;; podem ser encontradas na Ref. [6].

Como estamos considerando apenas casos lineares, o tensor das tensoes e deformagoes
estao relacionados pela Lei de Hook. Segundo essa lei, tensao se relaciona a deformacao
por meio de um propriedade do meio chamada elasticidade. Para relacionar 7;; e e;; utili-

zando a lei de Hook, a elasticidade sera definida como uma transformacao da deformacao
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em tensao. Portanto, a elasticidade sera um tensor de 4* ordem com 81 componentes, e

a relagao tensao-deformagao é descrita pela relagao
Tij = Cijklekla (2-53)

onde c;;ji € o tensor de elasticidade. Uma vez que os tensores de tensao e deformacao
sao simétricos e as compressoes e expansoes ocorrem de forma adiabatica, o tensor de

elasticidade adquire as seguintes simetrias.
Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijiks Cijkl = Chlij, (2.54)

reduzindo o nimero de componentes independentes para 21, veja a Ref. [6] para mais

detalhes.

Devido as simetrias, podemos utilizar a notacao de Voigt para representar o tensor

de elasticidade através de uma matriz , isto é,
n=10;+(9—1i—7)(1—0d;), (2.55)

que transforma indices 5 em indices n. Assim,

€11 C2 €13 Ci4 Ci15 Cis C1111 C1122 C1133 C1123 C1113 C1112
Cl2 Ca2 C23 Coqa Co5 C26 C1122 C2222 C2233 (2223 C2213 C2212
C13 C23 (€33 C34 C35 C36 [ | C1133 C2233 (3333 (3323 C3313 (3312
Onm: prg
Clgy C24 C34 C44 C45 C46 C1123 C2223 (3323 (2323 (2313 (2312
Ci5 Ca5 C35 C45 C55 Cs6 C1113 C2213 3313 (2313 C1313 C1312
| €16 C26 C36 C46 Cs6  Co6 | | C1112 C2212 C3312 C2312 Ci1312 Ci212 |

Caso exista alguma fonte de deformacao externa h(7,t), a Lei de Hook generalizada

é alterada para
Tij — Cz’jklekl = —Gij, (2-56)
com
9ij = Cijuh", (2.57)

onde h;; representa o tensor de deformacao h(7,t) e g;; o tensor de tensdo gerado pela
fonte. Note que a distribuicao de tensao associada a fonte de deformacao depende do

meio, aqui representado pela elasticidade.
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Para simplificar a Lei de Hooke generalizada com fonte e escrevé-la em funcao do

deslocamento, vamos substituir a Eq. (2.50) na Eq. (2.56), resultando em,
Tij — cijkl%(ﬁluk + 0"ty = —gij.
Utilizando a propriedade de simetria c;ju = c;ji,
Tij — Cijklaluk = —YGij, (2-58)
e lembrando que v = 0,u, chega-se a relagao tensao-velocidade linearizada,

atTij - Cz’jklalvk = _atgij- (2~59)

As Eqgs. (2.59) e (2.49) descrevem completamente o movimento de um meio eldstico

geral quando submetido a uma perturbacao ocasionada por uma fonte.
2.2.1 Equacao geral da onda elastica

Tabela 1: Equagoes de campo tinico

Deslocamento Velocidade Tensao
P@?Ui - 3j(0ijklaluk) = 5 patQUi - aj(cijklalvk> = O;s; 3t2ﬂ‘j - Cijklaz(banTkn) = —CijklSkl
s; = fi — 0;9ik s; = fi — 0;Gik s = Ofhyg — O (bf)

Os campos de velocidade, deslocamento e tensao podem ser representados, na for-
mulacao eldstica, por equacoes de campo duplo ou campo unico. O sistema de campo
duplo de deslocamento e tensao foi obtido substituindo v = d;u no sistema de campo du-
plo de velocidade e tensao (conforme mostrado na segao anterior). A partir dos sistemas
de campo duplo obtemos as equacoes de campo unico. Para mais detalhes consultar a
Ref. [1]. A Tab. 1 contém as equagdes de velocidade, deslocamento e tensao em campo
unico.

As duas representacoes sao formas matematicas equivalentes para descrever o mesmo
fenomeno. Todas as equagoes obtidas até aqui descrevem o caso geral, vimos que o objeto
matematico que representa o meio é o tensor de elasticidade e é a partir dele que obtém-se

as equacoes para os casos particulares de anisotropia como a Ortotropia! e a Isotropia.

As equacoes mostradas na Tab. 1 estao expressas de forma compacta pela notacao

10 termo Ortotropia é usado para definir meios com propriedade fisicas equivalente em direcdes
especificas. A Isotropia é por consequéncia um caso de Ortotropia, onde as propriedade fisicas sdo iguais
em todas as diregoes.
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Tabela 2: Equacoes de campo duplo

Velocidade e Tensao Deslocamento e Tensao
PO — 05T = [ pOiu; — 0;Tij = fi
OTij — CijmOivr = —0hGij | Tij — CijOu, = —gij
gij = Cz‘jklhkl Jij = Cijklhkl

indicial, todos os modelos foram escritos sob a consideracao de um sistema de coordenadas

cartesianas onde os indices variam de 1 a 3 representando as diregoes (z,v, z).

Desprezando agora a componente y, os tensores de elasticidade e tensao na notacao

de Voigt, sao reduzidos para

T11 Trx 11 €13 C15
Tig = | 733 | = | Taz e Cum=| c13 ¢33 c35
T13 Trz Ci5 C35 Cs5

Note que todos os termos associados a componente y foram eliminados. No tensor de
tensao essa componente esta relacionada ao indice 2 e no tensor de elasticidade aos indices
2, 4 e 6, conforme a notacao de Voigt. Com essas simplificagoes podemos tratar as equagoes
tensoriais com operacoes matriciais. Por exemplo, a lei de Hook generalizada que relaciona

tensao e deslocamento pode ser vista como,

Tex C11 €13 Cis Oplly €11 C13 Cis Oyl
Tzz = C13 (€33 Cszs 0.u, - C13 (33 Cs3s 0.h,
Tz C15 C35 Cs5 Optty + Oy uy C15 C35 Cs5 Oph, + 0.hy

Fazendo i, 7, k e [ variar de 1 a 3 no sistema de campo duplo de velocidade e tensao
mostrado na Tab. 2, obtém-se, com os termos do tensor de elasticidade na notacao de

Voigt, o seguinte sistema de equagoes:

patvz - axT:mv - aszz — fm
patvz - axsz - aszz = fx

atTa::c - Cllaazvx - ClSazvz - 015(8xvz + azvx) = _atgzx (260)
athz - Cl3ascvm - 03382'”2 - 635(azvz + 82”33) = _atgzz
atT:Ez - 6158337}1 - 635827]2 - C55<axvz + az”x) = _atgz,Z7

onde,

Gra = Cllhmm + Cl3hzz + 015(hxz + hza:)



922 = CIth;B + C33hzz + 035(h:vz + hzx)
Gz = Cl5hxx + C35hzz + C55(hzz + hz:p)

Os demais casos podem ser consultados na Ref. [1].
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(2.61)

Um dos casos de simetria elastica é a ortotropia isotrépica, "que define meios no

qual as propriedades independem da diregao, ou seja, as velocidades de propagacao nao

dependem da diregao de propagacao”, [1]. Conforme dito, as particularidades de cada

meio sao determinadas pelo tensor de elasticidade. No caso isotropico, os elementos do

tensor elastico estao relacionados com as velocidades transversal e longitudinal da onda,

cg € cp, respectivamente,

2

C11 = C33 = pPCp,
) 2

C13 = pCp — 2pCg,
)

Cs5 = PCg,

c15 = ¢35 = 0.
Assim, o sistema geral (2.60) é simplificado para,

patvx - aa:TJ:ac - 827-:1,‘2’ = fa:
Pat?]z - awT:cz - aszz - f;t
OiTaw — pCpOvy — p(co — 2¢5)0.0. = —01Gun
OTr — plct — 20%)8:0% — pcb0,v, = —04g..

atT.Z’Z - pc?s‘(axvz + azvac) - _atgxza
onde,

Gaa = pc%hmc + p(C?D - QCg)hZZ
G2z = p(C% - 26?9)]%35 + PC?thz
9zz = pc?g(hzz + hz:p)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

Note que se considerarmos uma fonte isotropica cp = cg, g € g.. serao nulas, restando

apenas o termo de fonte cruzado.
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2.3 Fonte sismica

Os termos de fonte nas formulagoes actstica e elastica, representam uma fonte sismica
geradora de ondas. Uma fonte sismica é qualquer aparato utilizado para gerar uma
onda sismica que ira se propagar através do meio que se deseja estudar. Uma explosao
de dinamite enterrada, um peso controlado caindo no solo ou um arguim podem ser
usados como fontes sismicas artificiais. A representacao de uma fonte sismica é dada pela
distribuigao de densidade de forgas ( f) na teoria acustica, e pela distribuicao de tensoes
externas (g;;) na teoria elastica. Para resolver as equacoes desenvolvidas considera-se uma
fonte pontual, desse modo, seja qual for o instrumento utilizado, ele sera modelado como
uma fonte pontual. A expressao utilizada é uma generalizacdo de uma fonte tipo pulso

de Ricker, dada pela equacao,
F(t) = 2n(r futa)? — Vet (2.65)

onde f, é um parametro relacionado a frequéncia de corte da fonte e t; é o tempo defasado.
Ele desloca o inicio da aplicagao da fonte para que o maximo da funcao seja deslocado de
zero para t, > 0. As expressoes dos parametros sao:

2y

B fcorte ’

_ fcorte
3/

onde f.ore € a frequéncia da fonte.

fe ta=1—1o, 1o (2.66)

O gréfico a seguir descreve o comportamento de uma fonte tipica de pulso de Ric-

ker para uma frequéncia de corte de 60Hz. Os graficos mostram o que acontece caso a

Pulso de Rlcker com tempo defasada Pulso de Ricker sem o tempo defasado
T T T 05 T T T

sl : . : : |

i i i i R i i I i
o 0.02 0.04 0.08 0.0s 0.1 0.12 0 0.0z 0.04 0.06 0.08 0.1 0.1z
tempo () tempn (s)

(a)ﬁdzt—to (b)tdzt
Figura 3: Termo de Fonte Sismica para f.,.. = 60H 2.

defasagem nao seja considerada quando F'(t) — 0 para t — oo.

Para o caso acustico, o termo de fonte s é considerado como sendo igual ao pulso de
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Ricker. Assim, iy é tomado como sendo uma distribuigao gaussiana de modo que sua
derivada segunda em s resulte numa expressao idéntica ao pulso de Ricker, contudo é

necessario fazer f = 0. Portanto,

- A s
’L\/(?",t) = W@ (mfeta) (5(1’ — l’f), (267)

onde A é a amplitude da fonte, 6 ¢ a fungao delta de Dirac e &y ¢ a coordenada de
aplicagao da fonte. Dessa forma, os termos nao homogéneos das equacoes diferenciais
acusticas podem ser obtidos a partir da derivada primeira ou segunda de iy, a depender

do modelo utilizado. No caso da equacao de onda de pressao, a fonte s sera dada por,

2, 7 2
NI (f) _ 9 (2.68)

ot? p ot2’
onde foi feito f = (. Segue entao que

s = [2m(m futy)? — 1)e ™t 5(7 — 7). (2.69)

Para obter os termos de fonte do caso elastico, equivalente aos termos de fonte acustico,

comparamos as equacoes de ambas as teorias, conforme tabela abaixo.

Tabela 3: Comparagao entre termos de fontes.

Equagao Teoria Elastica Teoria Actstica
Movimento P 3;1}1» —0jmij = [i ,03;2: + Yp = f_;
pOiui — 0;1ij = fi p@tu—i—Vp:f
Continuidade atTij - Cijkzaz’Uk = _Cijklathkl Op + HY-?Z: Hativ
Tij — CijiOug = —Cijrihi p+ &kV.u = Kiy
Onda de Velocidade pOtv; — 0;(cijruOivr) = O;s; P20 — V (kV.0) = 08,
Onda de Deslocamento p@fui — 0j(cijOug) = s; pat2* _ 6(“6@ — s
Onda de Tensao OETU — Cijt101 (b0 Tin) = —CijriSkl at2p — kV. <b§p — s
Fonte si = [i 2— 0j(cijrthi) Su =2f — E“iv)
Skl — 6t hkl — 8l(bfk) s = 8t 1y — V. (bf)

Percebe-se que 7y no formalismo elastico é a distribuigao de deformagao, bem como

fi = 0. Assim,

B A
- 2n(nf.)?

A partir do sistema de campo duplo em velocidade e tensdo temos que o termo nao

hi; (7, 1) e Tt (1 — ). (2.70)
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homogéneo e nao nulo (9;h;;) serd dado por,
Bihy; = —Atge ™D 5 (7 — ;). (2.71)
E importante observar que a representagao dada pela gaussiana é adimensional, con-

tudo, no caso acustico iy sempre aparece multiplicado por k que tem dimensao de pressao

e no caso elastico h;; sempre aparece multiplicado por ¢;;x; que tem dimensao de tensao.

2.4 Condicoes de contorno e condicoes iniciais

A condigao inicial define o que acontece no inicio do fenémeno modelado, enquanto
a condicao de contorno descreve o comportamento do fenomeno na fronteira do dominio
para todo intervalo de tempo considerado. Tal problema matematico é conhecido como

problema de valor inicial e de contorno.

Uma defini¢ao trivial para a condicao inicial é a de campos nulos. Assim, para o

problema da onda representado por termos de derivada segunda, a condicao inicial fica,

u(r,t=0)=0

Classicamente ha dois tipos de condicao de contorno:

1. Condigoes Essenciais (de Dirichlet) - com valores de campos prescritos,

u(f) = a,
onde [ representa os pontos da fronteira e o um valor qualquer.

2. Condigoes Naturais (de Neumann) - com valor da derivada do campo em relagao

a coordenada espacial, prescrita,

on

No problema de propagacao de onda, essas condicoes fazem com que toda onda inci-

dente seja refletida com a mesma fase ou com a fase invertida, dependendo da condicao.

Além dessas condigoes existem ainda condigoes de contorno nao-reflexivas (CCNR),
muito uteis quando se deseja modelar problema de dominio semi-discreto. No préximo

capitulo, as equacgoes de onda de pressao e tensao serao modeladas usando as definigoes
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discretas do Método das Diferencas Finitas, condigoes iniciais e de contorno nulas e fontes

conforme descrita neste capitulo.
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3 METODO DAS DIFERENCAS
FINITAS

Dentre os métodos numéricos utilizados para resolver equacoes diferenciais parciais,
a saber - Método das Diferengas Finitas (MDF), Método dos Elementos Finitos (MEF),
Método do Elemento Espectral (MEE), Método de Galerkin Descontinuo (MGD), e outros
-, 0 Método das Diferengas Finitas (MDF) tem sido bastante explorado, em especial na
modelagem de equacoes parabdlicas e elipticas. Neste capitulo, sera abordado os principios
gerais do MDF, obtencao dos operadores de diferenga e uma discussao sobre a andlise

numeérica implementada.

3.1 Teoria de equacoes diferenciais

Toda equacao que contém derivadas em seus termos é dita diferencial. Podemos
subdividi-las em duas classes, as equagoes diferenciais ordindrias (EDQO) e as equagoes
diferenciais parciais (EDP). Se uma equagao diferencial contém apenas derivadas or-

dinarias ela é uma EDO, caso contenha pelo menos uma derivada parcial ela é uma EDP.

Por razoes praticas e também didatica é comum na literatura classificar as equagoes
diferenciais parciais em trés grupos distintos: Equagoes parabdlicas, equagoes elipticas e
equagoes hiperbdlicas, [3]. No caso de equagdes de segunda ordem em duas dimensoes da

forma,
a(z, y)ugy + 0(x, y)usy + c(z,y)uy, + d(z, Yy, uy, uy, u) = 0,

onde a,b,c e d sdao fungoes conhecidas. A classificagao é feita segundo o discriminante
A = b — 4ac.

1. A =0 — parabdlica

2. A < 0 — eliptica
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3. A > 0 — hiperbdlica

Como a, b, c e d dependem dos valores de x e y, A também depende e pode assumir mais
de uma classificacao no dominio. Em geral, os dois primeiros tipos apresentam solugoes

estaveis enquanto que o ultimo pode apresentar solugoes singulares.

As equagoes de onda, apresentadas no capitulo anterior, se enquadram no grupo das
equacoes elipticas, neste caso nao precisamos tomar cuidado com possiveis singularidades

na solucao.

3.2 Método das diferencas finitas

Considere a equagao de onda de pressao [Eq.(2.20)], em uma dimensao,

Op(x,t) 1 9?p(x,t) 1 Op(x) Op(x,t)
022 A(x,t) o2 plx) 822 02 = —p(x)s(w,1). (3.1)

A ideia geral do método das diferencas finitas é a discretizacao do dominio e a subs-
tituicao das derivadas presentes na equacao diferencial por aproximacoes envolvendo so-
mente valores numéricos da funcao. Tais aproximacoes sao obtidas de duas formas, uti-
lizando a série de Taylor ou por meio de interpolacao, discutiremos apenas o primeiro

método que é mais utilizado na literatura.

Como o método s6 envolve valores numéricos da funcao, neste caso é impossivel re-
presentar todos os valores numéricos em um dominio limitado qualquer, pois sao infinitos
pontos, entao é necessario discretizar o dominio, ou seja, dividi-lo em partes finitas, e desse
modo, as aproximagoes podem ser escritas em relacao ao tamanho do passo, distancia en-

tre dois pontos vizinhos.

Para discretizar o dominio de uma funcao f(z), que vai desde um x = zo até um x =
Tn11, dividimos o intervalo em N partes iguais. Assim, quaisquer dois pontos consecutivos
(x;,z;41) da malha estao espagado por uma distancia de tamanho A = (zx41 — xg)/N,

também chamado de passo.

Figura 4: Dominio de uma funcao discretizado em N partes iguais.

Desse modo, a quantidade infinita de pontos existentes em um intervalo se reduz a
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um numero finito N de pontos. Logo o dominio discreto contém N pontos, que vai desde

xo até xny1 e qualquer ponto do dominio é dado por,
T = X + 1A, (3.2)

onde i =0,1,2...(N +1). O procedimento acima também pode ser aplicado a n variaveis.

Na pratica, todas as derivadas da EDP sao substituidas por razoes incrementais que
convergem para o valor da derivada quando o incremento tende a zero (A — 0), e o

dominio continuo se transforma em uma malha discreta.

As aproximagoes citadas anteriormente sao obtidas por meio da série de Taylor trun-
cando na ordem adequada. Tais aproximagoes sao conhecidas por diferencas finitas

(DF) ou operadores de diferencas finitas (ODF).

Considere agora uma fungao continua f(x). Para encontrar os operadores de dife-
renca finita dessa funcao, expande-se o valor da funcao em diferentes pontos do dominio.
Fazendo © = z; £ [A e de acordo com Eq. (3.2) x, = x;, obtemos a versao discreta da

série de Taylor dada abaixo,

g g (g )
I(CEYINES Pl s RNEING
n=0 T=T

onde x; define a expansdo em todos os pontos da discretizagao dada pela Eq. (3.2),
ja | permite variar o dominio nas duas direcoes em torno de um ponto especifico ;.

Expandindo entao f(z) temos,

Adf(x) (D) df(z;) | (D) d*f(w:)

L T P R e 3 da? (3:3)
(IA)"d” f(x;)
n! dxzn
IA df (z; IAY & f(x; IA) A3 f(x;
(IA)™d" f ()
n! dxn

Agrupando os termos com indices pares e impares nas Eqs. (3.3) e (3.4),

= (IA)  d™ f(x; = (A d" f(x;
f(ZUZ—l—lA) = E %%—F E %%, k’ZO,l,Q,...OO, (35)
n=2k n=2k+1 '
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(A d () e~ (1A)"d f (s
f(%—@zZ%%— > % jﬁ), k=0,1,2,..00. (3.6)
n=2k ’ n=2k+1 ’

A partir de agora adotaremos a seguinte notacao, f(x;) = fi, e f(x; +1A) = fiw.

3.2.1 Aproximagao para a derivada primeira

Para obter a aproximagao da derivada de 1* ordem, faz-se [ = 1 nas Eqs. (3.5) e (3.6)

e subtrai a Eq. (3.6) da Eq. (3.5), obtendo,

o (1A)"d" f ()
fi+l_fi71:2 - in
n:§+1 n' dl’

Expandindo o termo do lado direito,

) 3 I3 £ n Jn f.
LN

1 — fi1 =2A —
Jixr = fima dx 3! dax3 Tt n! dxn’

resolvendo para df;/dz,

dfi _ fir1— fin A2 A" d"f;

dx 2A 31 de? 7 A(n!) dan’

(3.7)

que fornece a aproximacao da derivada primeira com erro de truncamento em segunda

ordem, isto é, A% Nas 3 expressoes acima n =2k + 1,k =0,1,2, ..., c0.

Para obter aproximacoes de ordem superior, é necessario considerar mais pontos da
malha, ou seja, outros valores de [. Fazendo | = 2 nas Eqgs. (3.5) e (3.6), e subtraindo a

Eq. (3.6) da Eq. (3.5), obtém-se,

dfi _ fivx2 — fie2 4N dP f; B 16A* & f; (2A)™ d™ f;

dx 4A 3! da3 5! dz® 7 2A(n!) dan”

(3.8)

Combinando agora as Egs. (3.7) e (3.8) vem que,

d_fi — éfi‘f'l—fi—l . 1fi+2 — fi—2 +4A_4d5fi
de 3 2A 3 4A 51 dab

+ ...,

que ¢é a aproximacao para a derivada primeira em 4* ordem, isto é, com erro de trunca-

mento de ordem A?.

De maneira mais compacta,

dfi o Jiv1 — fia
== aA T 0(A?), (3.9)
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d_fz‘ _ —five +8fix1 — 8fiz1 + fio
dx 12A

+0(A%Y). (3.10)

3.2.2 Aproximacgao para a derivada segunda

Somando as Egs. (3.5) e (3.6), para [ = 1, obtém-se:

; =2 — A1
f2+1 +fz 1 Z n‘ dxn: (3 )
2=2k
ou ainda,
A2 dzfi A4 d4fz' An dnfi
i i-1=2fi+ 2 2— 2 3.12
Jirr + fica Jit 2! dx? + 4! dzt + n! dxzn ( )
Isolando d?f;/dx?,
d* f; _ Jirn =2fi+ fisr 2A_2d2fi o, AT dfy (3.13)
dx? A? 4 dzt 7 T A%(n!) dan’ '

que é a aproximacao em 2° ordem para a derivada segunda.

Tomando agora [ = 2 nas Egs. (3.5) e (3.6) e somando os resultados, obtém-se,

Cfi _ fie—2fit fio 2(2A)2 cfi 5 (2A)" d"f; (3.14)
dx? (2A)2 41 dzt T T (2A)2(n!) dan '
Multiplicando a Eq. (3.13) por 4 e subtraindo da Eq. (3.14), vem,
Pfi  3fin—2fi+t fir  1fia—2fi+ fio
7 _ = 7 (2 (2 = (3 (2 (2 A4 ‘1
1 A 30 aar . TO@) (3.15)
que é a aproximacao em 4° ordem para a derivada segunda.
De forma mais compacta,
Pfi  firn—2fi + fisa 9
d? A2 +O(A7), (3.16)
Af;  —fiio +16fi1 —30f; + 16f1 — fi
f o f 2+ f 1 f + f+1 f+2 —|—O(A4> (317)

dx? 12A3

Os operadores de DF encontrados podem ser aplicados a qualquer variavel bem como
a funcoes de n variaveis sendo que as DF sao escritas para a variavel especifica enquanto as
outras se mantem constantes, quem determina é a variavel derivada em questao. Quando
substituimos os operadores em uma ED, o resultado é um esquema de diferencas finitas.

Subsequente essa ideia serd aplicada para resolver as equagoes obtidas no capitulo anterior.
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Seguindo o mesmo raciocinio obtém-se esquemas de diferencas finitas em ordem de
aproximagoes maiores, por hora, os esquemas desenvolvidos acima ¢é suficiente para as

aplicacoes desse trabalho.

Observe agora que os operadores encontrados apresentam a caracteristica de utilizar
pontos simétricos, ou seja, a mesma quantidade de pontos a direita e a esquerda do ponto

de equilibrio.

dfi df;
dx dzx
/\ 4\ —M
—O0—0O0—0—"0—"0—>X Oo—0O0——0O0 > X
-2 i1 i i+1  i+2 i-1 [ i+1
(a) Derivada 1* em 4* Ordem. (b) Derivada 1* em 2* Ordem.

Figura 5: Operador de malha simples em 4* ordem (a) e 2% ordem (b).

Essa caracteristica contribui para o equilibrio da EDP em cada ponto. Operadores
que nao satisfazem essa simetria em geral nao atendem aos requisitos de estabilidade,

consisténcia e convergéncia, propriedades fundamentais do MDF.

A malha mostrada até aqui é espacada apenas em A, nao tendo, em nenhuma hipotese
pontos calculados entre os intervalos. Esse tipo de malha é denominado de malha sim-

ples.

Considerando agora malhas com pontos intermedidrios, como mostrado na Fig. (6),
el=1/2+r com r € Z. Substituindo [ nas Egs. (3.5) e (3.6) para r = 0, subtraindo a
Eq. (3.6) de Eq. (3.5), obtém-se,

dfi  fi—ficr A2 Bf A D

_— = 2 - 3.18
dx A 2230 da3 245! dad ( )

que é o operador de derivada primeira em 2* ordem na malha intercalada. De forma

compacta,

df;  fivr —ficy

i-1 i-1/2 i+1/2 i+1

Figura 6: Malha intercalada.

Os operadores de malha intercaladas levam os pontos da malha padrao para os pontos

da malha intercalada e vice-versa, sendo aplicado a sistemas de EDP de 1* ordem com
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campos acoplados, caso descrito na modelagem elastica.

3.3 Propriedades das equacoes de diferencas

A solugao numérica de uma EDP é calculada a partir dos valores iniciais, parametros
do meio e parametros da malha. O MDF permite resolver ED substituindo as derivadas
ordindrias ou parciais por equagoes de diferencas finitas (EDF). Como as EDF sao apro-
ximagoes de ordem O(A), é evidente que tais esquemas produzem erros tanto inerente
ao método quanto pelo uso de computadores nos calculos. Desse modo, para garantir
que a resposta das EDF representem de forma satisfatéria a solucao da ED original, é
necessario que as EDF atendam certos critérios de consisténcia, estabilidade e con-
vergéncia numérica. Tais critérios estabelecem uma relacao entre a EDF (aproximacao)

e a ED original, bem como entre a solucao numérica e exata.

Uma EDF ¢ dita consistente com uma EDP se o erro de truncamento € vai a zero
quando o espagamento da malha A e o incremento do tempo At tendem a zero. O erro
de truncamento é obtido pela diferenca entre EDF e a EDP. Sendo u' a solucao exata da

EDP e U' a solucao numérica, o erro é definido como
n __ n n
€& = ‘ur o Ur |

Para A = 0e At = 0, € — 0, desse modo, um método numérico é consistente com
relacao a uma equacao, se o erro de truncamento local desse método para a equacao for

pelo menos O(A), isto é, € < O(A).

Pode acontecer da condicao de consisténcia ser satisfeita apenas quando uma certa
relacao entre o espacamento da malha e do tempo também forem satisfeitas. Nesse caso,
a EDF é dita condicionalmente consistente. Se o erro de truncamento é conhecido,

entao a prova de consistencia é direta.

O erro de que trata a consisténcia é local, isto é, avaliado em um ponto especifico
do dominio, em um instante definido. Contudo, a solucao é calculada diversas vezes
nesse ponto a medida que os céalculos evoluem no tempo, como consequéncia disto, pode
acontecer do erro se amplificar, o que degradaria a solucao. Por essa razao é necessario
analisar a estabilidade do esquema numérico. O cuidado que deve-se ter é fazer com
que os erros locais nao se amplifiquem pois caso contrario a solugao se torna instavel. Ha

casos em que a estabilidade depende do espacamento da malha e do passo de tempo, esses

esquemas sao chamados de condicionalmente estavel.
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Na analise de estabilidade de um esquema de diferenca finita o método mais abordado
na literatura é o de Von Neumann, Ref. [8]. A ideia de Von Neuman se baseia no principio
da superposicao, onde o erro global é o resultado da soma dos erros locais. Esse fato é
interpretado matematicamente como soma de harmonicos e o erro é representado pela

série de Fourrier.

Para ser estavel o esquema precisa obedecer a dois critérios: o critério de estabilidade
e o de amplificagao. O primeiro estabelece que lim,,_, €' < K, onde K ¢é um valor finito
real, ou seja, o erro tem que tender a um valor finito. O segundo critério diz respeito a

amplificacao do erro,

n+1
€

<1

Y
n
GT‘

o erro nao pode ser amplificado.

A ultima propriedade é a convergéncia. Ela define que a solucao discreta deve conver-
gir para a solucao original quando o espacamento da malha e o passo de tempo tendem a
zero. Para provar a convergéncia o teorema da equivaléncia de Lax-Richtmyer, Ref. [3],
estabelece que, para equacoes lineares as propriedades de consisténcia e estabilidade sao
equivalentes a de convergéncia, assim basta provarmos a estabilidade e consisténcia que

temos provado a convergencia.

Os principais resultados de estabilidade encontrado na literatura para esquemas de
diferencas finitas aplicado a equacao da onda bidimensional com operadores em segunda

ordem sao mostrados abaixo:

At 1 At 1

cp— < — <
\/cfg—i-c?g7

VA - (3.19)
onde o primeiro ¢ aplicado aos esquemas isotrépicos acusticos e o segundo a esquemas
elasticos ortotropicos. No primeiro caso tem-se, apenas a velocidade da onda longitu-
dinal cp, enquanto nos demais casos é necessario incluir o segundo modo de onda, a
velocidade transversal cg. Vale ressaltar que as andlises sao realizadas apenas para os
esquemas homogéneos, critérios para operadores de maior grau podem ser encontrados
na Ref. [7]. A andlise da estabalidade para esquemas heterogéneos ainda constitui um
problema em aberto. Contudo, mesmo utilizando esses resultados nos esquemas hete-
rogéneos anisotrépicos, as respostas encontradas nao apresentam sinais de instabilidade e

inconsisténcia.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo é apresentado os esquemas numéricos referente a formulagao acustica
e elastica e os resultados obtidos. As equagoes de onda de pressao (teoria actustica) e a
equacao de onda de tensao (teoria elastica), mostradas no capitulo 2 sdo discretizadas

com base nos operadores de diferencas finitas definidos no capitulo 3.

4.1 Equacao de onda de pressao discreta

Vamos inicialmente escrever a [Eq. (2.20)] nas dimensoes (z e z), isto é,

Pp Pp 10% OpOp Opdp
_-gr_Z - 41
(8:1582: oz 0z 82) pe (4.1)

— t 5

ox? 022 2 0t?
Nesse caso, temos uma malha espacial bidimensional com x variando de 0 a L, e z variando
de 0 a L,. Denotaremos o dominio, por Q = {(z, 2)|z € [0, L,],z € [0, L,]} e t variando
de 0 a T. As condigoes iniciais e de contorno do problema sao:

(

p(x,2,0)=V(z,2), z€]|0,L,],y €0, Lz]
pe(z,2,0) =1(x,2), x€]|0,L,],y €[0,Lz]
p(0,2,t) =0, ye[0,L.],t€0,T]
P(La ): : y €0, L:],t €0, 7]
p(z, Ot) y €10, L,],t €[0,T]

[ p(, Lz,t):O y€[0,L.],t€[0,T]

As fungoes V(z,2) e I(x, z) definem o perfil do deslocamento de pressdo inicial e a va-
riacao temporal inicial do deslocamento de pressao, respectivamente. As duas primeiras
condicoes sao as condigoes iniciais e as outras sao as condigoes de contorno também conhe-
cidas por condicoes de Dirichlet. Como a EDP é de 2* ordem ¢é necessério 2 condicoes

iniciais e 4 condigoes de contorno, uma para cada lado do quadrado [0, L,|x[0, L.].
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Figura 7: Configuracao de uma malha tridimensional nas coordenadas x, z e t.

O dominio temporal [0, 7] é representado por um nimero finito de pontos na malha,
D=ty <t <ty <.. <tNt—1 <tNt =1T.
Similarmente, o dominio espacial [0, L,|x[0, L.],

0:$0<I1<I’2<...<ZL‘Nm_1<ZL‘Nm:Lx, (42)

O0=20<2<22<..<zn_-1<2n =L, (4.3)

A Fig. 7 mostra a configuracao de uma malha tridimensional com 2 dimensoes espaci-
ais e 1 dimensao temporal consistindo de pontos (x;, 2;,t,) com i =0,...., N, j =0, ..., N,
en =0,..., Np. Para pontos da malha uniformemente distribuidos podemos introduzir
um espagamento de malha constante A, = A, e Ay, assim N, = L,/A, e N, = L,/A,.

Desse modo,

T; = ZAI, zZj = jAz, tn = ?’I,At.

A solucao p(x, z,t) seré calculada em cada ponto da malha. Para tanto, é necessario
discretizar a EDP (4.1) com p(z, 2,t) = p(x;, zj,t,) que denotaremos a partir de agora

por, p;. Aproximando as derivadas da Eq. (4.1) em 2* ordem, obtém-se:

Oy, W D200 by

—&c; — [D,D,p]}, = L3 A; . (4.4)

O*plt L DR — 200 P

—az; — [D.D.p)}, = = A; g1 (4.5)

O*plr. pitt —2pn. 4 pit

—atQ’] = [D:Dyp)}; = 2 AQ’” g (4.6)
t
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e ainda,

n _ (Opdp  Opdp\  Opij (Pij —DPi-1; Ipij (Pij — Pij
Sig = (6x8x+8262 Oz A, N 0z A, - (4D

sendo &', o operador divergénte discreto. Substituindo os operadores dado pelas Eqgs.
[(4.4) - (4.7)] na EDP (4.1) chegamos a equagao discreta para a equagao de onda actstica
escrita como
1 1

[DtDtp]Zj — —& = —pijsij- (4.8)

2 irj
¢ Pi,j

[DyD.pl?; + [D.D.pl7,; —

Para equilibrar a equacao de onda em todos os pontos do dominio discreto comecamos
dos valores conhecidos e a partir deles calculamos a evolucao em cada ponto, isto é,
p:f;rl. Com base na discretizacao temporal observamos 3 instantes de tempo envolvidos
no calculo, pzj_l, pij e pZ;rl, logo para cada valor de n ligamos um valor em n — 1 para

obter n + 1. Tirando pZ;rl, obtém-se,

pz;rl = _p?,j_l + 25 + AWy — 200 i) + Bl — 207 i) — (4.9)

n n
ij T Dpijsiy,

i,J

onde,

252
C 2A2
L, B=5t, D=cAA%

A=
2 A2
Ax

. . n+l _x n n—1 _n ‘0
O esquema acima liga 6 pontos da malha ao ponto p;'[", sao eles, pi';, pi'7 ", Py Pie1js

pz’?jﬂ e p?j_l, conforme mostra a Fig. 8a.

ij,n+1

iJ,1

ij,n-1 i+1,j,0 ij+1,0

(a) Esquema geral. (b) Esquema para calculo
do 1° nivel.

Figura 8: Extrutura da EDF.

Em n = 0 tem-se p; ;» contudo é necessdrio conhecer p; jl, ponto que esta fora da

malha. Utilizando a segunda condicao inicial modificamos o esquema para calcular os
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valores de p! .. aplicando o operador de derivada primeira
1,57 )

oy
ILIYA = Vix;, 2
n+l __ n—1
P P QApm = V(xi, z)
t n=0
pi; = Pij— 20V, (4.10)

A alteragao ¢ feita fazendo p; jl = pi{j — 2A,V(x;,2;). Desse modo o esquema para o

primeiro nivel depende apenas de 5 pontos anteriores conforme mostra a figura (8b),

A B
pil,j = Atvm’ + p?,j + §<p?+1,j - 219?,3' +p?—1,j) + 5(17?,3'“ - 21’?,3' +P?,j71) (4~11)
D D

0 0
1,7 ©1%,)
2pij 2

Na fronteira, p é calculado pelas 4 condigoes de contorno. Assumindo que p; e pZ;l ja
estao calculados para ¢ =0, ..., N, e 7 =0, ..., N,, a inica quantidade desconhecida é p?jl
que é encontrada aplicando a Eq. (4.9). Os valores A e B sao conhecidos por nimero
de Courant, parametros importantes para a qualidade do esquema pois dependem da
condicao de estabilidade. Aos pontos de fronteira, 1 = 0,7 = L,, j =0e j = L., aplica-se
piyt =0.

As relagoes e valores necessarios para o cdlculo da resposta numérica podem ser resu-

midos em um algoritmo computacional.
1. Calcular os valores iniciais com pgj =I;parat=0,...,N,ej=0,...,N,.
2. Calcular pi ; com a Eq. (4.11) e definir as condigoes de contorno na fronteira.
3. Para cada nivel de tempo subsequente a n = 0:

(a) Aplicar a equacdo algébrica (4.9) para saber p7i*

i;oemit = 0,.,N, ej =
0,..., V..

(b) Definir pZ}H = oy com 1) = 1,...,4 para os pontos da fronteira.

O procedimento de cédlculo é descrito no diagrama de bloco a seguir.
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A A
Inicializa os Inicializa os Localiza a Calcula p(0) aplicando
parametros da parametros do fonte a primeira condicio
- malha. meio. : inicial.
Inicio J J

F" A
Calcula p(n) Calcula p(1)
@— utilizando a Eq. utilizando a Eq.
(4.9). (4.11).

Fim . ¥,

4.2 Equacgoes de onda de tensao discreta

O modelo eléstico utilizado é o da equagao de campo duplo de velocidade e tensao [Eq.
(2.42)]. Utilizando o operador de derivada primeira em 2% ordem para malha intercalada
e introduzindo a notacdo (v, v.) = (U, V) e (Tux, Toz, 7o) = (X, Z,T) 0 esquema de

diferencas finitas do sistema (2.42) fica,

UZJF% _ UZ_% +bA (in+2,g bed +Tznj+1 _T" ) + bALfy, (4.12)
Vit Vi b (Th ST A 2 = 2 ) AL, (413)

X5 = X[ 4 Aey (U;;%J —ur, ) + Acys (v - 5) +
Acys (v;;%’j SV U U ) NG Y. (4.14)

ntg n—j n n n n
Zij 2= Zij 24+ A013 (UiJr%J — Uz’f%,j) + ACSB <V;;7j+% - V;’];%) +
Acgs (Vits = Vi UL = UL 3 ) = Adigae, (4.15)
ntg n—j n n n n
T; > =T; ° + Acs (Ui+%,j - Ui—%,j) + Acgs <V;,j+§ - Vz’,j—§> +
Acss (V3 = Vg + U = U2y ) = Al (4.16)
onde,
A
A= Tt (4.17)

sendo A; o incremento no tempo e h o passo da malha. Para representar computacional-
mente este esquema sao necessarios pelo menos 5 estruturas de dados para armazenar os
valores de U, V, X, Z e T'. Desenhando a configuracao espacial de cada campo obtemos a

seguinte distrituicao de pontos.

Observe que todas as configuracoes apresentam valores intermediarios na malha, esse
fato dificulta o desenvolvimento de um algoritmo para o calculo do sistema, uma vez que a
indexacao de matrizes e vetores é feita apenas com valores positivos inteiros. Desse modo é

necessario ajustar o esquema para obter uma configuracao mais facil computacionalmente.



x() U x() oy X X
[ -1 l -1 [ -1

z(j) z(j) 2(j)

" — i ) )

i+ $ j+1

S S

Figura 9: Configuragao espacial do EDF para as Eqs. [(4.12) - (4.16)].
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Adicionando 1/2 ao indice i das Eqgs. [(4.13), (4.14) e (4.15)], ao indice j das Egs.
(4.13) e (4.16) e ao indice n das Eqs. [(4.14), (4.15) e (4.16)] o esquema anterior é alterado

para
n+= n—Li n . .
UG = U7 bA (Xl = X+ Tl = T ) +BA s,
n+2 n— " n "
‘/;+27]+* ‘/;+27 -l-l + bA < z+1,]+ T,]Jr% + Zz+2’J+1 Z1+2,]> + bA fz,
n+l __ n n+ n+ n+i
Xiryy = Xy +Aen <Ui+172j -Ug > +Aei (V+;J+% B ‘/z‘—l—%?j—%) +

n+1 n n n+i
AC15 (‘/Z-:l_j — V +2 + U +2 U +12'_l> — Atatgm,

i i+3.0+3 45,7

770 —ogn A (U —UTTE) 4 Acss (VIR v
i+dg T A\ Vi Al -

it+3. ! g i+73. +2 i+3.-5%
AC35 <‘/z+1] vn + U+2, +2 Ul+§7 ,,) - tatg:m:a
T?ffl =171+ Aas (Uzif,ﬁg - U::,J+ ) + Acss <V£§1 - ‘/Z-T%) +
Acss (V’:f - V_f’ - Ut - Uff%) — ADin.

Nessas condigoes a configuracao espacial da malha fica.

Xy U )y 1) X
[ i1 [ 1 [ 1

2(j) O 2(j) @) z(j)
i . .

:
:

M0 "0 "

i1 1 —b

S T A T

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Figura 10: Configuracao espacial do esquema dado pelas Eqs. [(4.18) - (4.22)]).
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Dessa forma os termos intermediarios foram eliminados ficando apenas termos in-
tercalados. Esse esquema ainda pode ser simplificado dependendo da simetria elastica

considerada. No caso isotrépico, temos

C11 = C33 = pc?;
C13 = pCp — QPC?G
Cs5 = Py (4.23)

ci5 = ¢35 = 0,

Aplicando esses valores ao esquema de diferencas finitas anterior, obtém-se

n+i n— n n n
Uy * = Uy : +04 ( i+tig Xif%,j - Ti,j+% o Ti,]‘*%) + 00, (4.24)

ntg n n n
V;+%,2j+2 - Vz+2, i+ +64 < i+1,j+% T,J-&-l + Zz+2,J+1 Zz+ ]) +bAL, (4'25)
X = X Aoy (U = UZT2) 4 Ay (V52— V52 ) — A, (4.26)

i+l it+1.j €11 \ Yigyj €13 i+l i+t i+dj-1 tNaz, (=
2 = 70t Acy (UL —UNTH) 4 Aegs (V2 — V02 Ao, (4.27
itig ;A (Ui — Uy + Acss et~ Va1 ) — A, (4.27)
n n+i n+i n+i n+i
TJ-:_ll =T" ]+1 + A055 <V;+%72j+% - ‘/;_772]_‘_1 + U; ]+21 Ui,j 2) - Atnoc:w (428)
em que,

ij = 8tgzj (429)

A disposicao espacial dos pontos em U, V, X, T e Z é simplificada conforme mostra a
figura abaixo.

) U )y () X
[ 1 [ i1 1

2(j) z(j) @) z(j)
j ) j i FO—T—0H

i+ O i+ " i*1
i

x(1) Z x(1) T
j1 l -1 ﬁg
j j
j*+1 j#+1 —b
i i+1

i-1 i i+1 i-1

Figura 11: Distribuicdo espacial para o caso Isotrépico dados pelas Eqs. [(4.24) - (4.28)].

Nessas condigoes, os termos de fonte ficam,



49

Grz = Cllh:m + Cl3hzz> (430)
9zz = ClShmﬁ + C33h‘ZZ7

Gzz = 655(hmz + hzx)

O sistema de Equagoes Diferenciais acopladas dado pelas Eqgs. [(4.12) a (4.16)] possui
apenas derivadas primeira, portanto, apenas uma condicao inicial é necessaria para todos
os campos, isto é, Uy = a1, V|] = ag, X5 = a3, T} = ay e Z}; = a5, com a; € R.
As condicoes de contorno sao semelhantes as descritas no caso actustico. Nesse esquema,
os campos de velocidade UZ}JF% e V;T; ! sao calculados a partir de seus valores em um

1 1
. . , n—s n—s .
tempo anterior a n, isto ¢, U;; * eV ,* ,, e dos valores de X, T e Z no instante atual

L1 -

7’+§7J+2

n. Esse resultado é usado no cdlculo dos campos de tensao ijfj, i"]trll e Zl?fllj. Assim,
27 I 2 27

os valores do campo de velocidade sao levados para o campo de tensao e vice-versa. A

consisténcia dimensional das equacgoes é garantida pela presenca do inverso da densidade

nas equacoes de velocidade e dos valores do tensor de elasticidade nas equagoes de tensao.

Note que os campos de tensao avancam uma unidade de tempo a cada iteragao,
enquanto os campos de velocidade avancam meia unidade de tempo, por isso, a cada
iteracao os campos de velocidade sao calculados duas vezes, conforme pode ser visto no

programa descrito no Apéndice (B).

O célculo da resposta elastica é resumido no algoritmo abaixo:

1. Inicializa os campos U, V', X, T e Z com os valores iniciais.

2. Para cada passo de tempo calcula:

il nal

a) U. ?2eV 2 | duas vezes.

( ) 1] 1+%7]+%

(b) Xl 7t e 77 uma vez.
Z+§7] 1/7]"’-5 7’+§7]

No diagrama de blocos o procedimento de calculo é descrito abaixo.

A implementacao dos algoritmos referentes as duas formulagoes discretas podem ser

encontrados nos Apéndices A e B.
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Inicializa os Inicializa os " Inicia os
parametros da parametros do LD%?_:LZEE' a campos U, V,
- malha. meio. : XTei
Inicio

UeV duas
. \/ vezes.
Para cada passo

pm————————————— .
1 O calculo se repete enquanto n"l_f_ de tempo calcula: X TeZ
1 for menor que Nt ,' Uma vez.

4.3 Resultados numéricos

Em nossas andlises, consideramos uma regiao quadrada de largura 1000 m e profundi-
dade 1000 m com densidade de 1000 kg/m3. A velocidade da onda da modelagem actistica
foi de ¢ = 1000 m/s, igual a aplicada na modelagem elastica cg = cp = 1000 m/s. Todas

as condigoes iniciais e de contorno foram nulas.

A malha considerada esta espagada em h = 5 m, com isso, utilizando as condig¢oes de
estabilidade mostrada no Capitulo 3, para a formulacao acustica e elastica, o incremento
no tempo foi de 3, 5% 1073 s. Com esse valor, temos em um tempo de 2 s, Ny = 565 passos
de tempo. A malha espacial é constituida de N, = N, = 1000/5 = 200 pontos, totalizando
40000 pontos. Portanto a cada iteracao 40000 pontos sao calculados, assim, cerca de
40000 * 565 = 22.6 M pontos sao calculados durante os 2 s. Esses valores constituem
os parametros necessarios para execucao dos programas mostrados nos Apéndices A e B,

escritos e executados usando o Matlab 2013.

A fonte mostrada no Capitulo 2 foi localizada no centro do dominio, isto é, zy = (500
m, 500 m). A frequéncia de corte escolhida foi 60 Hz, assim, f. = 319,04 Hz e t, = 0,047
s. A Fig. 12 mostra a configuracao dos campos de pressao acustica e tensao elastica
em dois instantes de tempo 0,175 e 0,35 s. Percebe-se a propagacao de pulsos esféricos a
partir do centro. Note que para o meio considerado as respostas actsticas e eldsticas sao
similares. Para tempos maiores, 0,7 e 1,4 s, conforme mostrado nas Figs. 13 e 14, o pulso

ja tem atingido as bordas da regiao considerada e sofrido reflexao.

Por motivo de completeza também mostramos na Fig. 15 as amplitudes de pressao
e tensao elastica em todos os pontos do dominio x0z para 1,4s. Essas imagens mostram

uma boa aproximacao entre as respostas acustica e elastica.
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Modelagemn Acustica, t=0,1758 Modelagern Elastica, t=0,175s
20
40
60
a0
Ew
120
140
160
180

20 40 B0 a0 100 1200 140 180 180 200 = 20 40 B0 a0 100 1200 140 180 180 200
s} x{m)
(a) Caso Acustico (b) Caso Eléstico
Modelagem Acustica, t=0,0.35s Modelagem Elastica, t=0,35s

20 40 60 6o 100 20 40 60 6o 00 1200 140
uim) #m)
(c) Caso Actstico (d) Caso Eléstico

Figura 12: Campo de pressao e tensao para 0,175 s (a) e (b) € 0,35 s (c) e (d).

Modelagem Acustica, t=0.7s5 Modelagem Elastica, =075

E

=3

100 60 100

uim) #m)
(a) Caso Acistico (b) Caso Eléstico

Figura 13: Campo de pressao e tensao para 0,7 s.
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Modelagem Elastica, t=1 45

20F A 20F

Fuy - M
&0 B0
B0 B0
g 100 F g 100 F
120 1 120 1
140 | 140 |
160 F 160 F

160 160

200 200

(a) Caso Acustico (b) Caso Eléstico

Figura 14: Campo de pressao e tensao para 1,4 s.

Modelagem Acustica, t=1 4s Modelagem Elastica, t=1 45
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T e e . 1000 T - e 1000
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zlm] noo *(m) 2(m) 00 )
(a) Caso Acustico (b) Caso Eléstico

Figura 15: Amplitude de pressao e tensao nos pontos do dominio xOz em t=1,4 s.

Na Fig. 16 tomamos um ponto fixo (z, z) = (500 m, 250 m) e mostramos a variagao
da amplitude de tensdo em funcdo do tempo para a resposta acustica (curva tracejada)
e a resposta eldstica (curva continua), percebemos um pequeno atraso entre as duas
respostas e que esse atraso aumenta com o tempo. Lembrando que a resposta actstica
fornece apenas uma componente (a pressdo), enquanto a eldstica fornece 3 componentes
de tensao (Tm, Taz, Tzz), a resposta mostrada diz respeito apenas a componente 7,,. Note
que para t < 1s as respostas acustica e eldstica estao sobrepostas, Fig. (17a). Enquanto
para t > 1s percebe-se uma pequena defasagem das respostas acustica e eldstica, Fig.
(17b).

Devido a consideracao das tensoes cisalhantes, a resposta elastica nao é exatamente
igual em todas as direcoes. Os graficos das Figs. 18a, 18b e 18c representam a resposta
elastica para 7., T, € T.,. Note que apesar da fase ser a mesma em 7, e 7., a amplitude

varia, enquanto 7,, tem a fase invertida.
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Comparagéo dos campos Acustico e Elastico no ponto (x,z)=(500 m,250 m).
1000 T T T T T T T T
H — == Aclstico

Elastico

800 —
600 —
400 —

200~

0
=200 N
-400 |~

-600 -

Variagdo de Pressédo e Tenséo (Pa)

a0 | I | | | I I I I

Figura 16: Evolugao da Pressao e Tensao Dinamica com o tempo no ponto (z, z) = (500
m, 250 m).

Comparagéo dos campos Acustico e Elastico no ponto (x,z)=(500 m,250 m).

300 - —& —Acistico
Y —&— Eléstico

Variagdo de Presséo e Tensao (Pa)

500 = 1 | | 1 1 | 1=
07 075 08 085 09 095 1

Tempo (s)

(a) Detalhes da evolugao da amplitude de pressio e tensado com o tempo no ponto (z, z) = (500
m, 250 m) entre 0,7 s e 1 s.

Comparagéo dos campos Acustico e Elastico no ponto (x,z)=(500 m,250 m).
800 T T T T T T T T T =

Variagdo de Pressédo e Tenséo (Pa)

1 1.05 11 1.15 12 125 13 135 14 1.45
Tempo (s)

(b) Detalhes do ponto (z,z) = (500 m, 250 m) entre 1s e 1, 3s.

Figura 17: Efeitos da evolucao no tempo.

A Fig. 19 mostra um comparativo entre 7,, e 7,,. Desse modo, como o sistema
elastico constitui um conjunto de equagoes diferenciais acopladas, a resposta em uma
direcao influéncia as demais de modo que nao apresenta resposta igual a acustica, mesmo

considerando os mesmos parametros do meio.
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Variacé@o da tensdo com o tempo na diregado x.
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(a) Tze para (z,z) = (500m, 250m)

Termo cruzado de tens&o - Variagdo da tensdo com o tempo na diregdo xz.
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(b) 74, para (z,z) = (500m, 250m)

Variagéo da tensdo com o tempo na dire¢éo z.
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(¢c) 7.. para (z,z) = (500m, 250m)

Figura 18: Resposta elastica para 7., 7., € T...

Variagéo da tensdo com o tempo na direcéo x e termo cruzado xz.

-

Tenséo na diregédo x
. L=~ ~Temo cruzado xz
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500 —

-1000

-1500
1)

02 04 06
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Figura 19: Variagao da amplitude de tensao para 7., € 7,..
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5 CONCLUSAO

Discutimos os aspecots gerais da propagacao de ondas sismicas em meios acusticos e
elasticos. Utilizando uma decomposicao para o campo de pressao e densidade as equacoes
nao lineares foram reduzidas para a forma linear. No formalismo elastico foi mostrado que
das equagoes lineares gerais deriva varios subcasos a depender dos valores das componentes

do tensor de elasticidade.

Para resolver numericamente as equagoes de propagacao de onda utilizamos o método
das diferencas finitas. Neste método as equacoes diferenciais parciais foram discretizadas
utilizando operadores de diferencas em 2* ordem de aproximacao. As respostas foram
armazenadas em matrizes multidimensionais o que permitiu compara-las posteriormente
a partir de imagens da propagagao do pulso em todos os pontos do dominio considerado

e também da evolucao do pulso em um ponto especifico.

Em ambas as andlises acustica e eldstica foi utilizado um meio geoldgico com as se-
guintes caracteristicas: densidade de 1000 K g/m? e velocidades transversal e longitudinal
de 1000 m/s. Além disso, consideramos que o meio possui isotropia ortotrépica, pois
a resposta acustica produz apenas um campo de forca, enquanto a elastica em duas di-
mensoes apresenta trés campos (Tuz, Tes, Toz). Assim, optou-se pela isotropia para gerar

resposta equivalente nas trés componentes.

Os resultados numéricos mostraram que as respostas acustica e elastica sao muito
similares, mas com a evolugao temporal a diferenca entre a resposta actstica e eldstica
aumenta. Também foi mostrado que mesmo sob a consideracao de isotropia definida pelo
tensor de elasticidade, as trés componentes elasticas nao exibem exatamente o mesmo
resultado. O termo cruzado, mesmo estando em fases iguais com os demais, tem sua
amplitude um pouco maior que os termos normais, embora as amplitudes dos dois termos
normais sejam equivalentes, a nao ser pela inversao de fase ocasionada pela condicao de

contorno nula. A diferenca média entre as duas resposta foi da ordem de 1072.

Uma das razoes para a aplicacao do formalismo elastico é que o mesmo descreve melhor
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a propagacao de onda em meios complexos. Conforme discutido na Ref. [1] muitos estudos
de sismica despreza a anisotropia considerando apenas modelos isotrépicos por serem mais
faceis computacionalmente de ser resolvido. Portanto, foi mostrado que mesmo em uma
geologia simples existe uma pequena diferenca em considerar modelos mais detalhados no

estudos de propagacao das ondas sismicas.

e Sugestoes de trabalhos futuros

— Utilizar uma densidade dependente da profundidade.
— Aplicar condigoes de contorno nao nulas e semi-reflexiva.

— Resolver os esquemas de diferencas finitas para um dominio com varias camadas

com propriedades fisicas distintas.
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APENDICE A - Formulacao acustica

O programa a seguir foi usado para simular a equacao de onda de pressao com os

valores de entradas inicializados conforme discutido no Capitulo (04).

% Parametros da malha
Ly=1000;

Lz=1000;

T= 2;

dy=5;

dz=dy;

% Velocidade da onda actistica

c = 1000;

% Condicdo de estabilidade
dt= (1/c)*sqrt((dy*dz)~2/(dy~2+dz"2))

Ny=floor (Ly/dy)
Nz=floor(Lz/dz)
Nt=floor(T/dt)

% Constantes do esquema de diferencgas geral
Ay=(c*xdt/dy) ~2;

Az=(cxdt/dz) "2;

D=(c*dt) "2;

By=D/dy;

Bz=D/dz;
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% Localizagdo da fonte

x1=[(Ny/2)*dy (Nz/2)*dz];

% Matrix solugdo

p=zeros (Ny,Nz,Nt) ;

% Inicializagdo do campo de pressdo - condigdo inicial
for j=1:Ny
n=1;
for k=1:Nz
p(j,k,n)=To(j*dy,k*dz) ;
end

end

% Calculo de p(1) com o esquema geral alterado
for j=2:Ny-1
for k=2:Nz-1
Dyy=p(j+1,k,n)-2%p(j,k,n)+p(j-1,k,n);
Dzz=p(j,k+1,n)-2%p(j,k,n)+p(j,k-1,n);
Dtt=p(j,k,n)+D*Vo (j*dy,k*dz) ;
b=-0.1/rho (k*xdz) ;
Dy=p(j,k,n)-p(j-1,k,n);
Dz=p(j,k,n)-p(j,k-1,n);
x2=[j*dy k*dz];
f=s(n*xdt,x1,x2);
p(j,k,n+1)=Dtt+(1/2) * (Ay*Dyy+Az*Dzz+b* (By*Dy+Bz*Dz) -D*rho (k*dz) *f) ;
end

end

% Calculo de p(n) para n>1
for n=2:Nt-1
for j=2:Ny-1
for k=2:Nz-1
Dyy=p(j+1,k,n)-2%p(j,k,n)+p(j-1,k,n);
Dzz=p(j,k+1,n)-2%p(j,k,n)+p(j,k-1,n);



end

end

end
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Dtt=-p(j,k,n-1)+2*p(j,k,n);

b=-0.1/rho(k*dz) ;

Dy=p(j,k,n)-p(j-1,k,n);

Dz=p(j,k,n)-p(j,k-1,n);

x2=[j*dy kx*dz];

f=s(n*dt,x1,x2);
p(j,k,n+1)=Dtt+(Ay*Dyy+Az*Dzz+b* (By*Dy+Bz*Dz) -D*rho (k*dz) *f) ;
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APENDICE B - Formulacao elastica

O programa escrito abaixo resolve o sistema elastico discreto descrito no Capitulo

(03) conforme os valores discutidos no Capitulo (04).

% Parametros da malha

Lx = 1000;

Lz = 1000;

T = 2;

h = 5;

dt = h/(Cp*sqrt(Cp~2+Cs~2))
A = dt/h;

Nx = floor(Lx/h)

Nz = floor(Lz/h)

Nt = floor(T/dt)

% Parametros do meio

rho = 1000;
Cp = 1000;
Cs = 1000;

% Inicializacgdo dos campos

zeros (Nz,Nx,Nt) ;
= zeros(Nz,Nx,Nt) ;
zeros (Nz,Nx,Nt) ;
= ones (Nz,Nx,Nt);

< 4 N 3 X
I

= ones(Nz,Nx,Nt) ;
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% Localizagdo da fonte
x1 = [(Nx/2)*h (Nz/2)*h];
M = [Cp Cs rhol;

% Calculo do esquema de diferengas finitas acoplados
for n=2:Nt-1
for i=2:Nz-2

for j=2:Nx-2
x2 = [i*h j*h];
B = 1/rho;

U(i,j,n+1)=U(i,j,n) + BxA*(X(i+1,j,n)-X(i,j,n)+T(i,j+1,n)-T(i,j,n));
U(i+1,3,n+1)=U(i+1,j,n)+B*xAx(X(i+2,j,n)-X(i+1,j,n)+T(i+1,j+1,n)-T(i+1,j,n));
U(i,j+1,n+1)=U(i, j+1,n)+B*A*(X(i+1,j+1,n)-X(i,j+1,n)+T(i,j+2,n)-T(i,j+1,n));
V(i+1,j+1,n+1)=V(i+1,j+1,n)+B*Ax(T(i+1,j+1,n)-T(i,j+1,n)+Z(i,j+1,n)-Z(i,j,n));
V(i+1,j,n+1)=V(i+1,j,n)+B*A*(T(i+1,j,n)-T(i,j,n)+Z2(i,j,n)-Z(i,j-1,n));
V(i,j+1,n+1)=V(i, j+1,n)+B*Ax(T(i,j+1,n)-T(i-1,j+1,n)+Z(i-1,j+1,n)-Z(i-1,j,n));
X(i+1,j,n+1)=X(i+1,j,n)+(rho*Cp~2) *A*x (U(i+1,j,n+1)-U(i,j,n+1))+
rho* (Cp~2-2xCs~2) *A*x( V(i+1,j+1,n+1)-V(i+1,j,n+1))-dt*n_xx(x1,x2, (n+1)*dt,M);
Z(i,j,n+1)=Z(i,j,n)+(rhoxCp~2) *A*(V(i+1,j+1,n+1)-V(i+1,j,n+1))
+rho* (Cp~2-2*%Cs~2) *A*x (U(i+1,j,n+1)-U(i,j,n+1))-dt*n_zz(x1,x2, (n+1)*dt,M);
T(i,j+1,n+1)=T(i,j+1,n)+(rho*Cs~2)*A*x(U(i,j+1,n+1)-U(i,j,n+1))
+(rho*Cs~2) #Ax (V(i+1,j+1,n+1)-V(i, j+1,n+1))-dt*n_xz(x1,x2, (n+1)*dt,M);
end
end

end



