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Resumo: Este artigo aborda a proposta de um desenvolvimento de uma bancada experimental voltada para o
estudo do péndulo invertido no contexto do curso de Engenharia Elétrica. O objetivo € criar um ambiente
didatico interativo para os estudantes explorarem as dindmicas complexas de sistemas de controle,
especificamente o péndulo invertido. A obtencédo de recursos praticos para aulas e laborat6rios muitas vezes é
desafiadora devido ao alto custo e a falta de material didatico adequado. O seguinte trabalho destaca que,
embora a analise matematica e simulacdo sejam importantes, a implementacdo pratica é essencial para a
compreensdo profunda desses sistemas, além disso, abre possibilidades para futuros estudos e projetos na area
de controle de sistemas, contribuindo para uma formacéo mais sélida dos futuros engenheiros.
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1. INTRODUCAO

A engenharia é uma disciplina que floresce na intersecdo do conhecimento teérico e principalmente da
aplicacdo pratica. Como parte do curso de engenharia elétrica, a busca pelo entendimento das complexas dindmicas
dos sistemas de controle é essencial para preparar um profissional altamente qualificado, existindo assim uma
necessidade de recursos didaticos para uso em laboratdrio e aulas praticas. Muitas vezes, tais equipamentos ndo
sdo de facil obtencdo, devido os mesmos possuirem um custo elevado e que por muitas vezes ndo possuirem um
manual de facil entendimento, como também néo abranger nosso idioma nativo.

Como alternativa para obtencdo desses recursos, e também incentivar futuros discentes a praticar a
metodologia “hands-on”, este conceito pode ser traduzido para “maos na massa” ou “aprender fazendo”. Foi
proposto a montagem de um péndulo invertido com sucatas de uma impressora jato de tinta para fins didaticos, na
qual permitiria o estudo de sistemas de controle, que consiste na compreensdo das leis e teoremas matematicos
capazes de reproduzir e controlar a dindmica que representa sistemas fisicos reais [1].

Embora o uso de analise matemética e simulacdo seja importante, as técnicas de implementacéo de leis de
controle ndo preveem a aplicacdo deste conceito a sistemas reais de aprendizagem. Assim, métodos alternativos
de ensino séo relevantes para a adogéo.

Experimentos praticos ajudam ainda mais em desenvolver ou fortalecer conceitos cientificos estudados em
sala de aula, além de permitir que os estudantes aprendam como analisar objetivamente a dindmica de um protétipo
e como desenvolver solugdes para problemas complexos [2]. Além disso, as aulas praticas permitem que o0s
docentes possam abordar um determinado contetdo sob diferentes perspectivas e também podem ser exploradas
a partir de um ponto de vista matematico, fisico, mecanico, dentre outros conceitos especificos em uma observagao
de um sistema real, mesmo que em escalas de laboratério.

Especificamente, o uso de bancadas experimental constitui um importante recursos para ensino e
aprendizagem de disciplinas técnicas e promove conexdes entre 0s conhecimentos teéricos adquiridos e a pratica
profissional relacionada a diversos cursos de formacdo [3]. Elas também ilustram conceitos importantes,
facilitando a compreensdo de modelos matematicos necessario para analise do sistema e sdo dispositivos usados
didaticamente pra avaliar conceitos e validar modelos teéricos [4,5].

Com base no que foi apresentado, este trabalho tem como finalidade a construgcdo de uma bancada
experimental de um péndulo invertido, para fins praticos nas disciplinas que abrangem controle e automagéo,
assim como também detalha toda a concepgdo do péndulo invertido, como também o seu modelo matemaético por
completo.

2. O PENDULO INVERTIDO

O problema de estabilizagdo de um péndulo de forma invertida j& € bem conhecido na mecénica cléssica. O
péndulo invertido possui propriedades cinematicas instaveis e, portanto, € amplamente utilizado como ferramenta
objetiva para avaliar o desempenho de diversas técnicas de controle.

Um péndulo invertido € um dispositivo fisico que consiste em uma barra cilindrica (geralmente de metal)
que pode se mover livremente em torno de um ponto fixo. Este ponto esté preso ao carro e o carro fica livre para
se mover nessa dire¢do horizontalmente [1,6]. Os carros sdo movidos por motores que podem aplicar uma forga




variavel que proporciona movimento. A mesma haste tende naturalmente a tombar porque sua posicéo vertical
estd em um estado de equilibrio instavel [7].

2.1. Modelos comerciais de péndulo invertido

Existem diversos modelos comerciais de kit do péndulo invertido voltados ao ambiente educacional. Como
0 modelo GLIP2001 fabricado pela empresa chinesa Googol Technology [8] porém o modelo mais conhecido e
requisitado é o modelo IP02 fabricado pela empresa canadense Quanser [9].

Como é mostrado na Figura 2 o dispositivo GLIP2001 o péndulo consiste em um carro que desliza sobre
trilhos paralelos acionado por um servo motor CA apoiado em pivds. Um codificador de alta resolucdo é acoplado
ao servo motor e ao eixo de articulacdo para fornecer informac6es sobre a posi¢éo do carro e o angulo do péndulo.
Além de mecanismos, sensores e atuadores, 0 GLIP2001 inclui hardware de aquisicdo de dados, software de
controle e interacdo com aplicativo MATLAB e conjuntos de hastes de varios comprimentos [8].

Ja o equipamento IP02 da Quanser consiste em uma barra montada no carro, com o eixo de rotacdo da barra
perpendicular & direcdo horizontal do movimento do carro. O aparelho vem com um par de barras, uma de 12
polegadas e outra de 24 polegadas. A mesa deslizante composta de aluminio sélido se move horizontalmente sobre
uma haste de metal em um suporte. O movimento do carro é conseguido por uma engrenagem fixada no eixo de
um motor de 6V DC. A posicdo do carro é informada por um sensor que funciona em conjunto com uma
engrenagem montada no carro. O angulo de origem ¢é lido pelo sensor do encoder incremental de quadratura. Neste
modelo, a haste do péndulo pode girar 360 graus em torno de seu eixo muitas vezes, permitindo estudar o processo
de auto elevagdo do péndulo. Assim como o aparelho anterior o IP02 vem acompanhado de diversos acessorios
como placa de aquisicdo de dados, médulo de alimentacdo e software de controle e interagdo com aplicativo
MATLAB [9].

(a) (b)
FIGURA 1. Péndulo GLIP2001 (a) Péndulo 1P02 (b), retirado de [8,9]

2.2. Concepcao Mecénica

Este dispositivo foi concebido com base numa impressora matricial, mas devido a complexidade do aparato,
as dificuldades ao longo do caminho e ao pouco tempo que dispusemos para trabalhar no projeto, infelizmente ndo
foi possivel finalizar a montagem da bancada. Porém foi possivel remover e reutilizar as sucatas da impressora
matricial, e a partir dela foram obtidos os sensores de &ngulo e de posicéo, o eixo de deslocamento, 0 motor para
acionamento do carro. Ele desliza ao longo da barra guia e é conectado ao atuador elétrico através de uma correia
dentada. A base do proprio péndulo, incluindo o sistema de sensor de posi¢do angular, € montada no suporte da
impressora e a haste é acoplada a um eixo horizontal. As figuras 2 e 3 mostra as pegas que seriam usadas para a
montagem do protdétipo.




FIGURA 2. Péndulo invertido sem a haste (autoria propria).

FIGURA 3. Péndulo invertido com a haste (autoria propria).

Para a analise dos dados emitidos do kit do péndulo invertido iria ser utilizado a placa de aquisi¢cdo Q2 ou
Q8 (ambos possuem a mesma finalidade) da fabricante Quanser, na qual o laboratdrio de controle e automacao se
dispunha a ter, juntamente com o software MATLAB, para a realizagdo de calculos complexo, mas devido a um
problema de compatibilidade entre 0 modelo mais recente do MATLAB, néo foi possivel no momento criar uma
conexdo entre software e aparelho.

FIGURA 4. placa de aquisi¢do Q2 (autoria propria).
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FIGURA 5. placa de aquisicdo Q8 (autoria propria).

2.3. Modelo Matematico

A metodologia utilizada para obtencdo das equacfes de movimento tem como base as 3 leis de Newton, para
o carro, e as leis de Kirchhoff, para o motor. A Figura 5 apresenta as variaveis e constantes de interesse para o
sistema péndulo invertido juntamente com as correspondentes referéncias assumidas no modelo.

Te

FIGURA 6. Diagrama do sistema elétrico e mecanico. retirado de [10]

2.3.1. Péndulo

O péndulo possui um momento de inércia em J,, em relagdo ao seu centro de gravidade, ele esta localizado
a uma distancia [,, do ponto que segura a haste do péndulo, assim o movimento circular do péndulo fica:

d? . 1)
Mpﬁ(xc — lL,sen(6 )) -T,=0
Juntando o movimento de rotagdo na equacao (1) fica:
Up + Mpl2) 6 — M, 1, cos(8) X, — M,gl,sen(6) + B,0 =0 2

2.3.2. Motor




O motor do péndulo possui um momento de inércia J,,,, onde L,, é a indutancia do motor, R,, a resisténcia
do resistor, K,,, a constante de forca contra-eletromotriz, I,,, a corrente, 1},, a tensdo de entrada e 6,,, € 0 angulo de
rotacdo do motor. Adicionando a Lei de Kirchhoff no circuito do motor, fica:

Vm - lem(t) - Lmim(t) - Kmém =0 (3)
A induténcia do motor pode ser considerada desprezivel, assim a corrente elétrica se torna:

V,, — K6, 4
R,

L, =

Em que K,,0,, é a forca contra-eletromotriz. O torque produzido pelo motor é transferido para a carga em
proporcéo direta a corrente I,,, da seguinte forma:

Tn = MmKely 5)

Onde K, é uma constante de proporcionalidade corrente-torque e n,,, é a eficiéncia do motor. Apds a troca
da caixa de transmisséo, ela ¢ calculada com base na constante de desaceleragdo K, e na eficiéncia n,, o torque €
responsavel por exercer a forca

Ng — KgTm )

Tom

F. =

c

As equacOes citadas anteriormente, elas descrevem a dindmica do motor do péndulo. Aplicando elas a
equacdo da transformacdo de movimento no mecanismo pinhao-cremalheira mostrado abaixo:
_ Koxm (®)

m =

om

Com isso ela permite obter a forca exercida sobre o carro do péndulo em funcdo da velocidade x. e da
tensdo V,,, do tipo:

Fo= BRIy ) - 2 ) ©

TpmRg Tpm
2.3.3. Carro

O carro move um péndulo de massa M,, e fica imerso no meio, causando atrito viscoso no carro B, e no
péndulo B,. T, sera a forga causada pela haste do péndulo e aplicando o principio de D’Alembert, a equagio
dindmica do carro horizontalmente é dado por:

M.+ FE,+ T, + Bex, = F, @)
A forca inercial do resistor F, ocorre devido a acdo de rotagdo do motor com torque de inércia:

Tm zjmém = ]m(%) ®)

om
Sendo Reescrita na equagao:

— NgKgTm — ﬂgKgfmxc (9)

2
Tpm Thm

Fq

Pegando as equacdes (6) e (9), a equacdo do carro (7) vira:

Meg¥, + Bogie + Ty = A Viy (10)

Onde o ganho de atuagdo 4., é:




_ UganéKth (11)

Aeq N Tz%mRm
Onde a massa equivalente M., é:
ngK3J
M,, = M, + 2252 (12)
om

Onde o coeficiente de atrito viscoso B, €:

Beq =B.+ TgMmKgke (13)

TpmRm
2.3.4. Equac0es ndo lineares
Eliminando a for¢a em T, das equaces (1) e (10), percebe-se que as equaces diferenciais ndo lineares,
que descrevem o deslocamento angular do péndulo 6(t) e o comportamento x.(t) quando t > 0, serdo resumidas
em:
(M2 +J,)8 + B,6 — M, L,cos(8)%, — M,lL,gsen(8) = 0 (14)
(M, + Mog) &, + Bogk, — MylL,cos(0)8 + M,L,sen(0)8? = A,,V;, (15)
Ambas as equacoes representam o sistema dindmico sistema do péndulo invertido
2.4 Linearizagéo
A linearizacdo é importante para identificacdo dos parametros fisicos, visto que os valores podem diferir
de um modelo de péndulo para outro, ndo sé pela estrutura de cada um, como também pelos seus desgastes.
Adicionando a série de Taylor até a primeira ordem nas equagdes (14) e (15) e considerando a origem (x,,8,) =
(0,0) como ponto de operagéo, tem-se:
(M, + Mog) i, + Boge — Mpl,B = ApgVy, (16)
(M,12 +],)8 + B,6 — M,gl,0 — M,l,%, =0 17
Ambas as equacdes representam a dindmica do sistema péndulo invertido linearizado em relagéo a origem.

2.5 Representacéo de estado

Utilizando as equacdes (14) e (15) das equacdes ndo lineares e as equacgdes (16) e (17) da linearizacéo, é
possivel encontrar a representacdo em espaco de estado do conjunto. Elas sdo definidas conforme abaixo:

P {x= Ax + Bu (18)
y= Cx + Du

Na qual x é o vetor de estado e u é a entrada de controle. No caso do péndulo, temos que:
x = [M.0%.6] € R* (19)
Na qual x;, representa a i-ésima componente do vetor x e u=17,.

2.5.1. Caso linear




Feitas as considerac@es iniciais, basta substituir as variaveis de estado nas equagdes dinamicas e obter as
matrizes A e B:

o 0 Jr 0 (20)
110 0 0 Jr |
A== | 272 2 |
J: lo Mylg _Beq(MplP +]p) —BeqM, L, J
0 MyLg(Meg+M,)  —Bey(M,l,)  —B,(My+M,)
0 1 (21)
B Agq | 0
T r lMplz% +]pJ
ML,

Com Jr = M, (Mplf, +]p) + J,M,,. As matrizes C e D vado representar a saida do sistema mecanico do
péndulo invertido, que serdo medidos por encoders nas variaveis de posicao.

=15 % 4 @
D= [g] (23)

2.5estado.2. Caso ndo linear

Nos casos néo lineares, as matrizes A e B sdo dependentes das varidveis de estado x;,i = 1, ...,4. Desse
modo, para conseguir encontra-las, devera reescrever as equacdes (14) e (15) na forma matricial:

P+, +0 =Y, (24)
Sendo:
Lo 0 0 1 (25)
0 1 0 0 |
P=10 0 M,+ M, —M,lcos(x;)|
0 0 —M,lcos(x,) ], + M,
0 0 -1 0 (26)
00 0 -1
F'=1o0 o B., M,l,sen(x;)x,
00 0 B,
0 (27)
0
Q= 0
—M,l,gsen(x,)
0 (28)
0
Y =
Agq
0
Isolando x, tem-se:
x=—07 1+ 7Y, — 710 (29)

AssimA= —@™ B = ¢7We E = —d~1(Q, portanto fica:

[0 0 Jrn 0 1 (30)
1 IO 0 0 Jrn I
A=—
Trm [0 0 —Bo(Myi2+],) —M,lx,sen(x,)(M,I%+],) J
0 0 —B,M,lcos(x;)  —Mjl5cos(x;)sen(x;)x,




0
B= Aeq | 20 I
_]T [Ml +]pJ

cos(x,)

(1)

[ 0 | @)
1| 0
Trm l M3 12 gsen(x,)cos(x;)
ML, gsen(x,)(M, + M)

E =

Na qual Jr, = —Mjl5(cos(x;))* + (M, + M,,)(M, 15 + M,). Assim as matrizes A, B e E concluem a
modelagem do sistema péndulo invertido em casos ndo lineares.

3. DISCUSSOES

As grandes vantagens de construir um kit experimental a partir de sucatas é o seu baixo custo de montagem
devido ao desperdicio de grande quantidade de componentes elétricos e eletronicos e a possibilidade de ser
montado por qualquer aluno que queira realizar experimentos para aplicar os conhecimentos tedricos adquiridos.

Em comparagdo com os kits de treinamento comerciais, os kits montados a partir de sucata tém varias
diferencas: primeiro, os Kits comerciais usam servomotores para posicionar o carro horizontalmente, tornando o
dispositivo menos afetado pela inércia do carro do que o conjunto do péndulo é para o0 movimento lateral do carro.
Em segundo lugar, o carro se move por meio de rolamentos, o que ajuda a reduzir o atrito entre o carro € o eixo
de deslocamento. Por fim, as principais variaveis da montagem, como momento de inércia, atrito viscoso, etc. Sdo
conhecidas e fornecidas no manual do produto, enquanto nos péndulos de sucata é necessario realizar testes
especificos para obter os valores relacionados aos parametros fisicos do péndulo invertido.

Outra questdo importante é o cuidado necessario a ser tomado com relagdo ao descarte ambientalmente
correto das pecas ndo aproveitadas no processo de montagem. Esse é um ponto que desperta grande interesse, visto
que, apesar de termos uma nova politica para tratamento de residuos sélidos, ainda ndo temos orientacdes claras
de como descartar corretamente os residuos potencialmente téxicos dos equipamentos elétricos e eletrénicos.

4. TRABALHOS FUTUROS

O esforco para montar uma bancada de testes feitos a partir de sucatas evidenciou algumas lacunas que
precisavam ser preenchidas, como a necessidade de elaborar um manual de instrugdes para o kit detalhando os
métodos e medidas praticas que serdo implementadas. Além de precisar finalizar a construgdo da bancada
experimental, também ha necessidade de resolver o problema de compatibilidade do software MATLAB com a
placa de aquisi¢do Q2 e Q8 da Quanser. Para que assim futuramente qualquer discente que queira se aprofundar
na area ndo precise passar por tantas dificuldades.

5. CONCLUSOES

Embora ndo tenha sido possivel a construcdo do péndulo invertido dentro do cronograma planejado, o
desenvolvimento deste trabalho foi de suma importancia, ndo sé no desenvolvimento educacional, como também
pessoal. Uma das principais realizacBes deste projeto reside no desenvolvimento das equagBes tedricas, o que
ajudou na compreensdo tedrica, mas também mostrou as futuras aplica¢des e desafios no campo do controle de
sistemas complexos.

Este projeto também destaca a importancia de unir a teoria & pratica no contexto da educa¢do em Engenharia
Elétrica. Ao permitir que os estudantes se envolvam em um projeto pratico, fomentamos a aplicacdo do
conhecimento adquirido em sala de aula, fortalecendo assim a sua compreenséo e confianca em conceitos tedricos
complexos.

Em termos educacionais, esta iniciativa abre portas para futuros estudos e projetos que podem explorar ainda
mais as equac0es e algoritmos desenvolvidos. O conhecimento adquirido pode ser transferido para outros dominios
e desafios, consolidando nossa base em engenharia de controle.

Em ultima andlise, este trabalho ressalta a importancia das praticas laboratoriais na formagdo de um
engenheiro. Além disso, demonstra que, com 0s conhecimentos adquiridos até o momento € possivel num futuro
préximo a construcéo e finalizagdo da bancada experimental, juntamente de um material didatico competente, para
que aqueles que tenham interesse em entrar nessa area possam aprender sem muitas dificuldades.
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