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POLIEDROS CONVEXOS, RELACAO DE EULER E APLICACOES.
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Resumo: Este artigo apresenta uma anélise dos poliedros convexos, desde seus fundamentos matematicos até
algumas de suas aplicagdes praticas das relagdes existentes entre esses so6lidos geométricos e a cartografia e
até mesmo nas estruturas quimicas moleculares. Inicialmente, foi abordado a deducdo ¢ comprovagdo do
teorema de Euler por meio da relagdo existente entre o nimero de vértices, faces ¢ arestas ¢ a soma dos angulos
internos das faces de um poliedro convexo. Em seguida, foi discutido o experimento da regido iluminada e
sombria, que aborda os angulos a partir de uma nova perspectiva, ainda, foram abordados conceitos de
poliedros regulares e o teorema de Euler no plano, todos estudados e exemplificados mediante analise
bibliografica. Além disso, os conceitos de poliedros convexos foram aplicados & quimica molecular,
destacando a relagdo existente entre os numeros de faces, vértices e arestas da geometria molecular e dos
poliedros. O artigo conclui ressaltando a importancia continua dos usos da defini¢do de poliedros convexos e
sua relevancia na compreensao do mundo natural e do construido pelos homens. Espera-se que este trabalho
contribua para com o aprimoramento de sequéncias didaticas relacionadas a geometria e para uma melhor
compreensdo dos fundamentos e aplicagdes dos poliedros convexos, de maneira que o leitor possa identificar
ao longo do trabalho padrdes e relagdes entre os conceitos estudados e possam aplicar esses conhecimentos na
resolucdo de problemas praticos em quimica e disciplinas relacionadas.
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1. INTRODUCAO

Poliedro convexo ¢ um termo de grande notoriedade quando se trata de explicagdes matematicas, especialmente
na area da geometria. Nesse aspecto, esse termo serviu como objeto de estudo para o presente trabalho, abordando
desde seus fundamentos matematicos, como o Teorema de Euler, até o levantamento de algumas aplica¢des
praticas nas estruturas geométricas das moléculas quimicas, a fim de realizar uma abordagem interdisciplinar, e
evidenciar a possivel relagdo matematica a outras areas exatas, como € o caso da quimica.

A escolha do tema foi motivada pela crescente necessidade de aprimoramento didatico com linguagens
simplificadas para todos os tipos de leitores. Sendo assim, o problema da pesquisa reside na necessidade de
aprimoramento dos conceitos matematicos de maneira mais compreensivel e exploratoria, que aborde de forma
sistematica e integrada os conceitos matematicos dos poliedros convexos buscando identificar padrdes e relagdes
em diversos campos e aos assuntos cotidianos, que inicialmente podem parecer distintos, porém possuem
conectividade.

Portanto, o objetivo deste artigo ¢ fornecer uma compreensao abrangente dos poliedros convexos de maneira
simplificada e abordar uma de suas varias aplicagdes na geometria molecular e no Teorema de Euler no plano,
destacando sua importancia e relevancia nas diferentes areas do conhecimento; afim de criar uma sequéncia
didatica que auxilie no ensino de geometria e revele suas participa¢des no dia a dia de pesquisadores.

Para alcancar este objetivo, utilizou-se da metodologia que combina revisdo da literatura sobre poliedros
convexos e suas propriedades geométricas com exemplos e experimentagdo, também, foram realizados estudos de
semelhanga entre os conceitos abordados e as formas de geometrias moleculares tridimensionais. Ao final, os
resultados a serem apresentados ao leitor incluem a identificacdo de padrdes e relagdes entre os conceitos que
envolvem os poliedros estudados e visualizados no dia a dia.

Logo, espera-se que este trabalho forneca percepgdes valiosas aos interessados no estudo dos poliedros e em
sua exemplificagdo de aplicabilidade quimica, contribuindo para uma compreenséo mais profunda acerca do tema
e servindo como inspiragdo para realizagdo de novas trabalhos que abordem e aprimorem a pesquisa em outras
areas, principalmente exatas.

2. POLIEDROS CONVEXOS

Tem-se como poliedro uma figura tridimensional formada por um conjunto finito de faces planas, onde cada
uma delas € um poligono formado por vértices e arestas, mais precisamente tem-se a:

Defini¢ao 1: Poliedro é um so6lido formado por poligonos chamados de faces, onde, cada lado de um destes
poligonos ¢ lado de uma e somente uma outra face, ainda, chama-se aresta o lado comum a duas faces e




consequentemente, cada vértice presente nas faces, serd também vértice do poliedro (figura 1).

e

Figura 1. Poliedro. (Adaptado de LIMA, E.L; et. al., 2006).

Embora essa defini¢do englobe grande parte dos so6lidos, isso ndo ¢é suficiente para afirmar que um poliedro é
convexo. Assim, além de exibir essas caracteristicas, o poliedro deve também atender a seguinte definig¢éo:

Definicao 2: Um poliedro ¢ dito convexo quando o segmento de reta, que conecta dois pontos quaisquer de duas
de suas faces estiver totalmente contido dentro dele (figura 2.b).
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Figura 2. Poliedros. (a) ndo convexo; (b) convexo. (Adaptado de LIMA, E.L; et. al., 2006).
2.1. Teorema de Euler

O teorema de Euler, nomeado assim em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler, estabelece uma
rela¢do fundamental entre vértices, faces e arestas de um poliedro convexo. Tal resultado ¢ essencial para aplicagdo
da teoria dos nimeros e dos grafos. O Teorema de Euler afirma que para qualquer poliedro convexo, a soma dos
numeros de vértices (V) e faces (F), menos o seu numero de arestas (4) ¢ igual a dois, assim:

V—-—A+F=2

Dessa maneira, supondo a existéncia de um poliedro convexo em que F, ¢ o numero de faces com n arestas e
1}, sdo o niimero de vértices que se conecta a n arestas, ainda, F ¢ a quantidade total de faces ¢ V' a soma total de
vértices desse poliedro, entdo:
F=F+F+Fs+-+FE,

V:V3+V4+V5+"'+Vn

Seja ainda A o niimero de arestas que o poliedro possui. Observe que n = 3 pois pela Defini¢ao 1, poliedros
sdo solidos formados por poligonos, sendo assim, como o poligono com menor ntimero de lados ¢ o tridngulo cada
face deve ter pelo menos trés lados e cada vértice deve ser ponto de encontro de pelo menos trés arestas. Veja a
seguir um exemplo que caracteriza a relagdo acima.

Exemplo 1: Conforme a Figura 2.b, cada face do cubo apresenta 4 lados e em cada vértice concorrem 3 arestas,
ouseja, F=F,=6eV =V, =8.

Desse modo, separando-se todas as faces de um poliedro, de forma a obter-se apenas poligonos, para saber a
quantidade de lados n que um poliedro possui, se faz necessario contar n vezes as faces que possui uma quantidade
de lados n. Consequentemente, como cada aresta do poliedro ¢ lado de duas e somente duas dessas faces, sera
obtido por essa soma, o dobro da quantidade de arestas do poliedro. Assim, matematicamente a expressao sera
dada por:

2A = 3F; + 4F, + 5F; + -+ + nF,

2A=3F;+ B+ 1F, + B3+2)Fs+ -+ (3+n-23)F,

24 = 3V, + 4V, + 5V + - + nlj,




2A=3V;+@B+DV,+ B+ 2)Vg+ -+ B +n—-3),
Desenvolvendo a equagdo, e considerando que F,, s3o niimeros positivos
2A=3(F3+F,+Fs+ -+ FE)+F,+2F; + -+ (n— 3)F,
2A=3F+F,+2F;+ -+ (n—3)F,
2A = 3F €))

Consequentemente, a igualdade ¢ atendida se o poliedro for formado exclusivamente por poligonos de 3 lados,
ou seja, por tridngulos (Figura 3).

Figura 3. Tetraedro. (Autoria propria)

Portanto, dentro do que ja foi mostrado, é valido afirmar que um mesmo tipo de inequacdo também satisfaz
para os vértices, como mostrado abaixo. Assim, por meio das desigualdades mostradas, ¢ possivel relacionar a
quantidade de faces e arestas, e, também, a quantidade de arestas e vértices.

2A=3Va4+V, + Vs 4+ -+ V) +V, +2Vs + -+ (n—3)V,
2A=3V+V, 42V + -+ (n—=3)V,
24 >3V 2

Exemplo 2: Para validar a afirmagdo de igualdade acima ao se analisar a Figura 3, ¢ possivel observar um tetraedro,
onde todas as suas faces sdo compostas por 3 lados, entdo, n = 3. Dessa forma,

2A=3F;=3-4=12
A=6.

Analogamente, 0 mesmo serve para os vértices,

2A=3V;=3-4=12
A=6.

2.2. Soma dos dngulos internos de todas as faces de um poliedro convexo

Tendo em mente o conhecimento deferido acima, para estabelecer uma relagdo entre faces, vértices e arestas e
assim realizar a dedug@o do Teorema de Euler inicialmente deve-se realizar a soma dos angulos internos de todas
as faces do poliedro convexo.

Por meio da observagao da Figura 4, nota-se a relagdo existente entre o numero de lados e de tridangulos contidos
em um poligono, ou seja, dado um poligono com n lados, serd possivel desenhar em seu interior n — 2 triangulos.

a) c)

Figura 4. nimero de tridngulos contido nos poligonos. (Autoria propria)




Entdo como a soma dos adngulos internos de um tridngulo ¢ igual a 7, considerando cada face individualmente
e somando seus angulos internos, pode-se encontrar uma relacdo dada por:

S=(n-2)'n

Onde S ¢ a soma dos angulos internos de uma face e n ¢ o nimero de lados da mesma. A seguir, encontra-se
a exemplificacdo da afirmacdo referida acima.

Exemplo 3: Para os poligonos mostrados na Figura 4, tem-se que a soma dos angulos internos sera:
a) S=n-2)r=0@l-2)-w=2m=360°
b) S=n—-2)-wr=(5-2) m=3m=540°
¢) S=n—-2)-m=(6-2)1w=4mw =720°
Continuando, se enumeradas todas as faces de um poliedro de 1 a F, chama-se n;, o género da k-ésima face,
ou seja, a quantidade total de lados que compdem a face k; assim, k varia de 1 até F. Portanto, somando-se os
angulos internos de todas as faces, tem-se
S=nn, —2)+nn,—2)+n(ng —2)+ - +nlng —2) 3)
S=n[(ny—2)+ M, —2) + (n3 —2) + -+ (np — 2)]
Como ny + n, + nz + --- + n; € a soma dos lados de todas as faces, entdo, como ja mostrado, a soma de todos
os lados das faces separadamente serd igual a 24, e seguindo mesma linha de raciocinio o 2 sera repetido conforme
o nimero de faces que compdem o poliedro, sendo assim, 2F. Portanto,

S=m(2A—-2F) =2n(A—F) 4

Sendo assim, por meio da analise matematica foi possivel criar uma relagao entre a soma dos angulos internos
de todas as faces de um poliedro convexo e o numero de faces e arestas que os compdoe.

2.3. Regido iluminada e regido sombria

Juntamente com a soma dos angulos das faces do poliedro, outro ponto que auxilia na demonstragdo do teorema
de Euler é o experimento da regido iluminada e regido sombria (Figura 5).
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Figura 5. Simulagdo de experimento regido iluminada e sombria utilizando o dodecaedro. (Autoria propria)




O ensaio consiste em posicionar um poliedro convexo(P) acima de um plano K e tragar uma reta r que néo seja
paralela as faces do poliedro, assim, ao colocar-se uma lanterna projetada na dire¢do do poliedro e paralelo a r
resultard na proje¢do H’, que se trata do contorno da projegdo aparente H', do poligono P no plano K, como
mostrado na Figura 6.

K

Figura 6. Experimento regido iluminada e sombria realizada com o cubo (Autoria prépria).

Ao realizar o ensaio, o poliedro sera dividido em duas partes, a parte visivel ou regido iluminada e a parte ndo
visivel ou regido sombria. Para dar segmento, a partir daqui, entende-se V,; o numero de vértices do contorno
projetado H’, V; o nimero de vértices contidos na regifio iluminada e V, o nimero de vértices contidos na regido
sombria. Portanto, conforme mostrado na Figura 7, o total de vértices do poliedrosera V.= V, + V; + V5.

.a

Figura 7. V,, V; e V,. (a)simulagdo usando dodecaedro;(b) experimento com o cubo. (Autoria propria)

Por exemplo, ao analisar as faces da regido iluminada (Figura 8) do poliedro percebe-se que ela pode ser
relacionada a soma dos angulos internos de suas faces, uma vez que, forma-se uma angula¢do de 360° em torno
de seus vértices iluminados V;.

Figura 8. Projecdo da regido iluminada. (a)visualizagdo tedrica usando o dodecaedro;
(b)vista pratica utilizando o cubo (Autoria propria).




Ainda, ao realizar uma analise ¢ possivel verificar que o numero de vértices do contorno projetado serd igual
a quantidade total de lados que compdem a proje¢do, ou seja, o perimetro da projecdo resultara em um poligono
que possui um total de F lados, desse modo, n, = ny = V. Valendo a seguinte afirmacdo matematica,
Sl = T[( Tlp - 2) + 2T[V1
S =n(Vy—2)+ 21V, 6)
Onde novamente S; ¢ a soma dos angulos internos de todas as faces da regido iluminada. E S, a soma dos
angulos internos da regido sombria.
Observe que a primeira parcela corresponde a soma dos angulos do contorno aparente V,, e a segunda aos
angulos formados em torno dos vértices iluminados V;.(Figura 8.a)
A mesma situacdo sera valida para a regido escura,
Sz = T[( Tlp - 2) + ZT[VZ

Ao somar a equagdo (5) e (6), tem-se a soma dos angulos internos de todas as faces de um poliedro convexo,
obtido a partir do experimento:

S=n(Vy—2)+2nV;, + n(V, — 2) + 21V,
S =2n(V,—2)+2mV; + 21V,
S=2n(Vy+V,+V,—=2)
S=2nV-2). @)
Como as equacgdes (4) e (7) correspondem a mesma variavel, igualando-as, encontra-se,
2n(A—F) =2n(V - 2)
A-—F=V-2
Portanto, obtém-se a relagdo de Euler e consequentemente a conclusdo do teorema.
V—A+F=2.
O qual, pode ser verificado mediante a analise da Tabela 1, inserida abaixo:

Tabela 1. Numeros de faces, vértices e arestas dos poliedros. (Autoria propria)

POLIEDRO % A F
4 6 4
ol 8 12 6




10 15 7

2.4. Poliedros regulares

Tendo estudado a relag@o de Euler para poliedros convexos, agora o estudo sera restringido a analise daqueles
que possuem todas as faces iguais, os chamados poliedros regulares. Eles possuem uma longa historia e
participagdo na matematica e na geometria. Foram estudados pelos gregos antigos e suas propriedades foram
analisadas por muitos outros ao decorrer dos séculos, como, Pitagoras, Platdo e Euclides. Sendo também conhecido
como Soélidos Platonicos ou Solidos de Platdo, esses solidos geométricos tridimensionais sdo compostos por faces
planas regulares e 0 mesmo numero de faces se encontram em cada vértice. Ainda, em seu livro Elementos (XIII)
Euclides destaca a existéncia de apenas cinco desses solidos, sdo eles: tetraedro, cubo, octaedro, dodecaedro e
icosaedro [2] (Figura 9). Vejamos agora a defini¢do de poliedro regular.

Figura 9. Poliedros regulares. (a)tetraedro; (b)octaedro; (c)cubo; (d)icosaedro; (e)dodecaedro; (Adaptado de
LIMA, E.L; et. al., 2006).

Definicao 3: Poliedros regulares sdo aqueles em que todas as faces sdo poligonos regulares iguais; e, que em todos
os vértices coincidem o mesmo nimero de arestas.

Para justificar a existéncia de apenas 5 poliedros regulares, € preciso partir da relagdo existente entre o nimero
de vértices/faces e o nimero de arestas, conforme mostrado na equagao 1.




Entdo, como apresentado na Definicdo 3, todas as faces sdo poligonos regulares iguais. Sendo assim, considere
l a quantidade de lados de qualquer uma dessas faces, e ¢ o nimero de arestas que incidem em cada vértice. Isso
implica dizer que a relagdo entre o nlimero de vértices/faces e de arestas (apresentada nas equagdes (1) e (2)) sera
dada por,

24=1Fe24=cV
Consequentemente, vale a seguinte afirmacao:
IF =cV.

Deixando arestas e vértices em fungao das faces tem-se,
IF IF
A=—eV =—
2 c

Substituindo no teorema de Euler, ¢ desenvolvendo a equagdo:

IF lF+F_2
c 2 B

2lF — clF + 2cF _
2c B

F-Q2l—=cl+2c)=4c

4c

F=21—cl+20' (®)

Obrigatoriamente, para satisfazer a igualdade [, ¢ > 0, portanto 21 — ¢l + 2¢ > 0. Sendo assim,
2l >cl—2c
2l>c-(1-2)

2l S
=3¢

Conforme as defini¢des 1 ¢ 2, 0 nimero de arestas que concorrem um vértice deve ser pelo menos trés, portanto,
¢ = 3. Desse modo, para enquadrar todas as possibilidades, deve-se utilizar a menor delas, entdo:

2l S>3
—57¢2

21> 3(1-2)

20>31—-6

20-31> -6
1<6.

Ou seja, por meio do estudo e demonstracdo da equagio 8, a partir da analise das inequagdes (1) e (2) pode-se
concluir que para ser considerado um poliedro regular o numero de lados das faces que compdem o poliedro deve
ser menor que seis, o0 Exemplo 4 demonstra de maneira pratica usando o dodecaedro.

Exemplo 4: Dado o dodecaedro mostrado na Figura 9.e, cada face possui cinco lados e em cada vértice coincide
trés arestas, entdo, [ = 5 e ¢ = 3. Resolvendo por meio da utilizagdo da equacéo 8, tem-se:

o 4.3 B 12 12
T 2:5-3:542-3° 10-15+6 1

F = 12(dodecaedro)




O mesmo se aplica aos outros solidos platonicos, resultando, respectivamente, F = 4(tetraedro), F = 6
(cubo), F = 8 (octaedro) e F = 20 (icosaedro).

2.5. Teorema de Euler no Plano

Dando seguimento nas caracteristicas e apresentagdes dos poliedros convexos, vale ressaltar a
aplicabilidade do teorema de Euler no plano, como, por exemplo, na cartografia. Inicialmente, considere um
poliedro convexo P posicionado acima de um plano K localizado dentro de um circulo (conforme mostrado na
Figura 10.a). Supondo que o sélido seja maleavel, ao realizar um furo em uma de suas faces e estica-lo de maneira
a sobrepor totalmente o plano, o poliedro passara a ser uma superficie plana P’ (Figura 10.b).

(b)

Figura 10. Demonstragdo do experimento utilizando o cubo. (a)poliedro sobreposto no plano;
(b)poliedro plano. (Adaptado de LIMA, E.L; et. al., 20006).

Assim, nessa regido, as arestas passardo a serem as retas representadas no plano, os vértices serdo o ponto de
encontro entre trés ou mais retas; e, por fim, tendo em mente que uma das faces foi “desmanchada” para realizar
a planificagdo do poliedro, o plano tera o total do niimero de faces do sélido tridimensional, menos um, ou seja,
F—1.

Portanto, a regido que circunda o poliedro planificado, sera considerada como a face que foi desfeita, conforme
mostrado na Figura 11.

Figura 11. Demonstragao de faces, vértices e arestas no plano. (Autoria propria)

Observe que as faces estdo sendo representadas por algarismos, os vértices estdo sendo representados por
pontos ¢ as arestas por tragos. Desse modo, o teorema de Euler V — A 4+ F = 2 continua valendo. Conforme
mostrado no Exemplo 5 abaixo.

Exemplo 5: Conforme o experimento representado na Figura 10, ao se aplicar o teorema de Euler tem-se:
8—-12+6=2
2.6. Aplicacgdes da definicdo de poliedros convexos na estrutura de moléculas quimicas

Como ja estudado anteriormente, poliedros convexos sdo sélidos tridimensionais os quais as arestas sao
segmentos de reta que conectam os vértices desses poligonos. Dentro dessa perspectiva, torna-se possivel
relaciond-los a varias areas de aplicagdes distintas, como em constru¢des de casas, prédios e pontes, bem como
também nos setores de designer. Nesse contexto o estudo aqui referido ira deter-se a aplicabilidade desses
conceitos na quimica, especificamente no campo da geometria molecular.

Assim como todos os poliedros convexos possuem faces planas e arestas, as moléculas quimicas também se
assemelham e podem ser classificadas de acordo com a angulagdo de seus atomos. Por meio dessa concepgéo, vale




ressaltar que existem um total de cinco geometrias fundamentais para a formagao das moléculas, sdo elas: linear,
trigonal planar, tetraédrica, bipiramidal trigonal e octaédrica (UFJF, 2015), como mostrado na Figura 12 abaixo.

9 )

. "
120° 109,5°

Linear Trigonal plana Tetraédrica

) 9

e -
905

; fqoo )1 [ G g
») )

Bipiramidal trigonal Octaédrica
Figura 12. Tipos de geometrias moleculares. (Universidade Federal de Juiz de Fora, 2015)

Vale ainda ressaltar que a geometria molecular ¢ a forma em que os atomos estdo distribuidos no espago ¢ é
ocasionado pelo rearranjo dos elétrons em busca da minimizagdo da repulsdo elétron-elétron (UFJF, 2015). Sendo
assim, enquadrando a geometria molecular dentro do conceito de poliedros convexos, trés dessas principais
geometrias se enquadram na Definigdo 1, sdo elas: tetraédrica, bipiramidal trigonal e octaédrica. Com base nisso,
pode-se citar como exemplo o hexafluoreto de enxofre (SFg) que possui a geometria de um octaedro e se enquadra
dentro de suas caracteristicas, ou seja, 8 faces, 12 arestas e 6 vértices. A tabela 2 abaixo evidencia alguns exemplos.

Tabela 2. Geometrias moleculares e suas semelhangas com poliedros convexos. (Dados adaptados do livro de
Quimica Orgéanica 1, 2015)

MOLECULA GEOMETRIA F v A
CH, Tetraédrica 4 4 6
PH, Bipiramidal 6 5 9
SFe Tetraédrica 8 6 12

Outrossim, a relagdo geométrica existente interfere em algumas propriedades das moléculas, como ¢ o caso da
polaridade molecular, reatividade quimica e as forgas intermoleculares. Por esse motivo a estrutura geometria em
que uma molécula permanece esta ligada essencialmente ao conforto, ou seja, € a posi¢cdo em que ela sofre menos
acdo de repulsdo, sendo assim, € possivel notar que a relagdo entre poliedros convexos esta relacionada até mesmo
aos fendmenos microscopicos que ocorrem no mundo.

3. CONCLUSOES

O presente artigo realizou a exploragdo de diversas caracteristicas e aspectos dos poliedros convexos, desde
sua definicdo até a evidenciacdo de sua aplicabilidade na quimica molecular. Ainda, o Teorema de Euler foi
evidenciado como uma das ferramentas mais importantes para se entender as caracteristicas fisicas desses so6lidos,
pois fornece a relagao entre faces, vértices e arestas de um poliedro convexo. Além disso, também foram abordados
ao decorrer do trabalho as conexdes existentes entre os angulos internos de um poliedro e seus componentes,
através do experimento da regido iluminada e regido sombria e da exemplificagdo das defini¢des. O trabalho foi
estendido para o caso do teorema de Euler no plano de maneira a se aprofundar ainda mais na tematica e finalizado
com a aplicabilidade dos conceitos de convexidade dos poliedros para um entendimento prévio da geometria
quimica molecular.

Ainda, a investigagdo e a aplicabilidade dos conceitos aqui abordados, foram destacados através de definigdes
e amostras simples de usabilidade utilizando imagens e tabelas, bem como a apresentacio de desenvolvimento das
equagdes passo a passo a fim de facilitar o entendimento do leitor e tornar o material redigido mais compreensivel.
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Portanto, a melhoria do conhecimento dos poliedros convexos nio apenas contribuiu para com o
aprimoramento do conhecimento cientifico, matematico e geométrico, como também para ressaltar algumas
aplicagdes significativas em varias areas do conhecimento humano, evidenciando que a compreensdo acerca desses
conceitos € essencial para a compreensdo do mundo natural, bem como aquele construido pelo homem.
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