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RESUMO

Tendo em vista a grande importancia dos circuitos elétricos no cotidiano, o amplo campo de
aplicacbes dos mesmos, é de extrema importancia o estudo destes. Com a intensao de prever
como 0s circuitos se comportam em seus componentes, se torna imprescindivel a tentativa de
aproximar cada vez mais a teoria para 0 mundo real. E importante lembrar que a maioria dos
fendmenos naturais sdo mostrados a partir de modelagens matematicas, assim como nos
circuitos elétricos. Boa parte desses fendmenos podem ser expressos na forma de uma equacao
diferencial. Com o intuito de desenvolver uma equagdo que demonstre como o circuito RLC se
comporta em situacdes reais, foi adotado para o mesmo, diferente do que a maioria das
literaturas trazem, uma resisténcia variavel, que varia linearmente com o tempo. Para tornar
possivel a solugcdo do problema, a equacdo do circuito foi modelada até ser expressa pela
equacdo de Hermite. Apos tal modelagens, conhecendo a solugdo da equacdo de Hermite,

chegou-se na solucdo do circuito RLC com resisténcia variavel.

Palavras-chave: Circuito RLC, EquacOes diferenciais, Equacdo de Hermite, Resisténcia
variavel.



ABSTRACT

Given the great importance of electrical circuits in everyday life, the wide field of applications
of these, it is extremely important to study these. With the intention of predicting how the
circuits behave in their components, it becomes essential to try to approach more and more the
theory behind these to the real world. It is important to remember that most natural phenomena
are shown from mathematical modeling, just like in electrical circuits. Where much of these
phenomena can be expressed in the form of a differential equation. In order to develop an
equation that demonstrates how the RLC circuit behaves in real situations, a variable resistance
that varies linearly over time has been adopted for it, unlike most literature. To make possible
the solution of the equation, the equation of the circuit was modeled until it is expressed by the
Hermite equation. After such modeling, knowing the solution of the Hermite equation, we

arrived at the solution of the RLC circuit with variable resistance.

Keywords: RLC circuit, Differential equations, Hermite equation, Variable resistance.
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1 INTRODUCAO

O encadeamento do conhecimento, segundo a filosofia, € motivado pelo sentimento
chamado medo. Por medo dos fendmenos naturais o ser humano passou a buscar explicacoes
para os mesmos. Com a filosofia, 0 homem, buscou entender diversos fendmenos sociais e
naturais, entretanto, com o surgimento da ciéncia foi possivel a comprovacdo de muitos desses.
As ciéncias naturais, por exemplo, através da fisica e quimica, explicam de varias formas alguns
dos diversos comportamentos do universo. Essas explicagfes, na maioria das vezes, sdo
comprovadas a partir de modelagens matematicas, onde as equacgdes diferenciais tém papel
fundamental para tal.

Uma concepcao historica das equacdes diferenciais, retratada pelo Boyce (2006), afirma
que o estudo das mesmas se iniciou no século XVII, pelos matematicos Issac Newton (1642 —
1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Segundo Nobrega (2016), no
desenvolvimento inicial, alguns matematicos tiveram destaque, onde se pode citar Newton,
Leibniz, Jacob Bernoulli, Johann Bernoulli, Cauchy, Daniel Bernoulli, Euler, Lagrange e
Laplace.

Apesar de uma pequena atuagdo na area das equacdes diferenciais, Newton forneceu,
através do desenvolvimento do célculo e explanagdo dos principios basicos da mecéanica, uma
base para aplicacdo das equacgOes diferenciais no século XVIII. Ele classificou as equacdes
diferencias de primeira ordem, onde desenvolveu uma técnica para resolver a ultima equacao,
usando séries infinitas (BOY CE, 2006).

Assim, no fim do século XVIII, muitos métodos de resolucdes de equagdes diferencias
ja tinham sido descobertos. Dessa forma, durante o século XIX, procurou-se descobrir métodos
menos elementares. A partir do momento que ficou perceptivel a grande importancia das
equacdes diferenciais em fisica matematica, as mesmas passaram a serrem estudada, deste
modo, muitas funcdes comegaram a frequentemente e foram observadas arduamente.
Conhecidas como fungdes transcendentais, elas levam os nomes de matematicos como Bessel,
Lagrange, Hermite, Hankel, entre outros (NOBREGA, 2016).

Um dos problemas que podem ser manipulados com uma equacdo diferencial é o
circuito RLC. Formado por uma resisténcia R, um indutor L e uma capacitancia C, 0
funcionamento do circuito é observada com auxilio de uma chave que interliga duas malhas.
Como feito com relacdo aos circuitos RC e RL, Machado (2012) mostra que para montar a
equacdo diferencial que descreve o circuito RLC se considera as quedas de potencial nos

elementos de circuito e as utiliza na lei das malhas.



12

Deste modo, como nem todos os circuitos sdo iguais, sofrem variacbes em seus
componentes, principalmente a sua resisténcia. Se faz necessario o estudo de quando a mesma
varia, pela importancia para a engenharia em observar resultados em corrente e tensdes elétricas
quando a resisténcia ndo é constante nos circuitos RLC, como propde este trabalho, também
pela escassez do estudo desse caso, tendo em vista que a maioria das pesquisa sao feitas quando
a resisténcia € constante. Este o trabalho tem objetivo de possibilitar o desenvolvimento e
aprimoramento dos conhecimentos em sistemas elétricos.

Quando a resisténcia do sistema varia se torna possivel o manipula a fim de deixa-lo na

forma de uma equacéo de Hermite.
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2 AEQUACAO DE HERMITE

A teoria quantica de Schrodinger é, segundo Costa (2014), uma equacdo diferencial,
onde sua solugéo determina a varia¢do da funcao de onda, que determina 0 movimento de uma
particula, em funcdo do espaco e do tempo. Como na mecénica cléssica, que € governada pela
segunda lei de Newton, lei essa considerada a equacdo do movimento do movimento, na
mecéanica quantica o andlogo a lei de Newton € a equacdo de Schrddinger para o sistema
quantico. Onde, a equacdo de Hermite surge da equacdo do oscilador harmdnico quantico,
quando 2p = (4 — 1), em que lambida vem do método de separagdo de variaveis, 0 método em
detalhe pode ser visto em Griffiths (2011) ou em Resnick (1994).

Dessa forma, seja a equacéo diferencial

d*w 1)
4t Q2p+1-xDw=
T2 + (2p + x)w =0

onde, p € uma constante.

Afim de simplificar a resolucdo da equacao (1), podemos fazer o estudo de quando
|x| — oo, para que as solucdes se aproximem de zero. Dessa forma, quando x for muito grande,
a parte (2p+ 1) se torna desprezivel quando comparada a x* Logo, se fizermos essa
substituicdo na equacéo (1) nos aproximamos de:

d?*w
dx?

= x%w

+x?

Fazendo w = ez, temos

+x°

w'(x) = txe

+x2 +x2
w(x) =x%z tez.

+x?
Mais uma vez para x muito grande podemos concluir que o termo ez € irrelevante, chegando

a

+x2
w'(x) = x%e 2z = x?*w.

+x°

Com isso, podemos dizer que w = e 2 seriam solugdes aproximadas da equacéo (1). Sabendo

2

_x2

X
que ez ndo tende a zero na condigdo |x| — oo, consideraremos apenas ez como uma solugdo
aproximada da equacao (1).

Tentaremos obter a solugéo exata de (1) usando soluc¢des na forma:
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2

—X
w=yx)ez
A funcdo de correcdo y(x) nos assegurara que a solucao encontrada é coerente e ndo mais uma

mera aproximagéo. Levando em consideragéo isso, temos que:

—x2 —x*

w'(x) =y'ez —xyez
2

w'(x) = ez (x> —y —2y'x +y")
substituindo as expressdes mostradas na equacéo (1) temos a seguinte equacéo diferencial

y"'—2xy'+2py =0 2)

2.1 SOLUCAO DA EQUACAO DE HERMITE PELO METODO DE SERIES DE
POTENCIAS

Para a resolucdo da equacao (2), usaremos o método de séries de poténcia para equacbes
diferenciais em torno do ponto y, = 0.

Supondo que (2) possua uma solugédo y da forma:

oo

(x) = Z a,x"
g n=0 " (3)
posteriormente se tem:

- (4)

y'(x) = Z na,x™ 1

n=0
Y'@) = ) a0+ Danax™ = ) n(n+ Dag, 1"

n=0 n=1

o (5)
= Z(n +2)(n+ Da,,,x™"
n=0

substituindo (3), (4) e (5) na equacgéo (2), tem-se que:

[ee)

Z(n +2)(n+ Dayx" — 2 Z na,x™ + 2p z a,x" =0
n=0 n=0

n=0
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gue pode ser reescrita como

Z(n +2)(n+ Dayx™ =2 Z na,x" + 2p Z a,x™ =
n=0 n=0 n=0

ou ainda

D 10+ 20+ Dz +2p — 2m)aglx™ =0,
n=0

Assim, pela igualdade de polindmios, temos:

(n+2)(n+ Dayy, + 2p —2n)a, =0
Deste modo, ao isolar o termo a,,,,, € possivel encontrar a equacao de recorréncia da equagédo
de Hermite, logo temos:

_ (2n—-2p) (6)
W= im0

Com isso, se torna perceptivel que, se adotarmos, para n, valores pares, teremos coeficientes
em funcdo de a,, em contrapartida se esses nimeros forem impares, teremos coeficientes em

funcéo de a,. Analisemos tal afirmativa para n par,

_Zp
n=0=>a, = Hao
e A2 Z2p(d—2p)
4 43 432 0
4o 872 —2p(B-2p)(4—2p)
6 65 * 6.5.4.3.2 0
6o 222 =2p) _—2p(12—-2p)(B—2p)(4—2p)
8 8.7 6 8.7.6.5.4.3.2 0
8o g, - 26=2p) - —2p(16—2p)(12 — 2p)(8 — 2p)(4 — 2p)
10 109 8 10.9.8.7.6.5.4.3.2 0

Percebamos, que olhando para a parcela a,, é possivel colocar 0 nUmero 2 em evidencia no
termo (2n — 2p) e que denominador o denominador segue o fatorial do indice n + 2, isto é,

_2(=p).2(8—p).2(6 —p).2(4 —p).2(2 — p)
Ai0 = 10! Qo

_25p(p-8)(p—-6)p-H(p-2)
0 = 10!

Qo
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E possivel verificar ainda que, o produto (p — 8)(p — 6)(p — 4)(p — 2) condiz a uma parcela

anterior do indice 10, ou seja,

_ _2p(p-8)(p-6)(p—D(p—2)
A0 = A5 = 10! Qo

Deste modo, podemos generalizar tais calculos de modo que se chegue a um resultado

satisfatorio para qualquer indice par. Logo:

—-2p 7
2=, % "
j-1
ay; = 2 =2 | |p(p—2k), Vi>2
J 2! (8
J k=1

Da mesma forma segue o resultado para os indices impares:
j

R iLl—[ _1—_ P> 9
Ayjr1 2(2i+1)!k—1(2k 1-p), Vix>1 ©)

Como mostrado, e dito anteriormente, os fatores com indices pares ficaram em funcéo
de a, e os com indices impares em funcédo de a,. Com isso a equacgdo de Hermite (2), terd duas

solucBes, onde uma terd expoente pares e outra expoentes impares, ou seja,
2p o, 4p(@-2) 8p(p—2)(p—4)a .
- 0

yl(x)zao—iaox T %X e x° + e
2p—1 4 -1 -3
y2(x) = ag;x — %alﬁ + P 5?(1) )a1x5 + -
Escrevendo-as de forma compacta, tem-se que:

1) j-1

2 .a .

y1(x) = ag __pa0x2 + Z 2t — HP(P — 2k) [x* (10)

2! — (20)! 11

]: —

o j
_ i Qo 1 _ 2j+1
yz(x)—alx+.21 2 (2i+1)!k| 1|(2k 1-p)|x (11)
]= =
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2.2 EQUACAO DE HERMITE COMO UMA HIPERGEOMETRICA

A equacdo hipergeométrica confluente é uma variacdo da equacdo de Gauss e é escrita
como

zy"'"+(y—2z)y+my=0 (12)

A solucgdo da equacdo (12) é:

ry)~ Tm+n) (13)
[(m) & T(y +m)I(n + 1) z

C(m,y;z) =

O desenvolvimento da mesma, é encontrado no Barata (2018).
Agora, dada a equacdo de Hermite, € possivel encontrar outras solugdes e para isso se
faz necessaria, segundo Machado (2012), algumas substituicdes. Logo, partindo da equacéo

y'=2xy'+2py =0

podemos definir
p=2m
de modo que ficamos com:

y" —=2xy'+4my =0 (14)

ou, multiplicando todo os termos por x,
xy" —2x%y’ + 4mxy = 0.
Fazendo uma mudanca de variavel dada por
x =z
Com isso, se faz necessario ainda, para fazer a substituicdo, encontrar y' e vy’ em funcédo da
variavel z. Sendo assim,

dy dydx 1 dy

. dy
PR TY RN TR A G

d’y 1 d (dy 1 dy
dz? 2yzdz (E) T w3 dx
1 dxd (dy 1 dy
B T\&EE(E) T /B dx
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. e N ., d
fazendo as devidas substituicGes, dos temos ja encontrados, y' e d—’ZC, temos

d’y 1d* 1dy Lo d’y _dy
dz?2 ~ 4dzdx® 2zdz 0 Cdz? dz
logo, a equacdo (14) pode ser escrita como:

d? d d
\/E<4zd—z32'+ zd—321> -2z (2‘/501_3;) + 4myzy =0

colocando o termo 4+/z em evidéncia, temos

1 dy dy
4 2($) =0
(g (@) o) -

ou

1

Zy”+<§—z>y+my= 0
Que é hipergeométrica confluente paray = %
Dessa forma, afim de encontrar a solucédo (2), basta fazer, de forma reversa, o0 processo

de substituicdo feitos na equacdo de Hermite, na solucdo, ou seja, fazemos as substituicdes z =

x’em= g. Assim

= P (15)
F() F( +n) .

2

1“(-)Z rs +n)F(n+1) "

Clp,x) =

A equacdo (15) é outra solucéo para equacao de Hermite.
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3 CIRCUITO RLC COM RESISTENCIA VARIAVEL

O circuito RLC é formado por um resistor R, um indutor L e uma capacitor C que estdo
ligados em série a uma fonte de tensdo V, como pode ser visto na figura 1.

Figura 1: Circuito RLC
R

AT

/
R
000

/T

| |
|
C

Fonte: FAP-0214, 2006.
Segundo Machado (2012), para montar a equacgéo diferencial que descreve o circuito

RLC, considera-se as quedas de potencial nos elementos de circuito e as utiliza na lei das
malhas. Deste modo, temos

di

. q (17)
L—+Ri+—==0
dt+ z+C
dividindo por L e derivando em relacdo a t,
dzi_l_Rdi_l_l,_0 (18)
ac " Lde T Lc' "
ou ainda,
d%  di (19)
4y 2; —
dt2+ydt+W0 i=0
d =1 o,k
onde wo=r=ey = .

Reconhecemos a equacdo diferencial de um oscilador harménico onde a resisténcia

introduz o amortecimento. O equivalente mecanico corresponderia a massa, ligada a mola,

apresenta como

oscilando em um fluido viscoso. Usando a notagdo complexa para a solugdo, a mesma se

i(t) = Ae”7t cos(w; + @) (20)
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Sabendo que nem todos os circuitos séo iguais, sofrem variagbes em seus componentes,
principalmente no tocante a sua resisténcia, se faz necessario o estudo de quando a mesma varia.
Dessa forma, manipularemos a equacéo do circuito RLC (17) até a transformar em uma equacao
de Hermite (2), onde a resisténcia do circuito variard. Assim, dada a equagéo

di q

— 4+ Ri+—=
dt+ l+C 0

considerando a resisténcia como sendo uma fungéo linear, afirma-se que R = at + b, logo
(21)

L

di . q
L&+(at+b)l+6—0

derivando a equacéo (21) em funcdo de t e sabendo que g = it, chegamos a
Ld2i+ [+ (at + b di+
T @ ) dt
dividindo todos os termos da equagéo por L, tem-se
d2i+<at+b>di+<a+1>__0 (22)
dt? L Jat \L"rc)tT

i—O
c=

—at-b
2L

di didx —adi
dt  dxdt 2Ldx
d% d% (dx\* did*x a® d%
=1 (@) *mar s
substituindo na equacgéo (22)

a® d?i 2( adi)+(a+1)'—0
a2de \Torax) T\t T e)tT

Se a = —2L, consequentemente R = —2Lt + b, mostrando que, dada uma resisténcia inicial b,

: t+b . :
Considerando aT = —2x,0USseja, x = segue que, pela regra da cadeia,

a mesmas diminuird com o passar do tempo, revelando assim a proximidade do problema com

a realidade. Dessa forma, fazendo a substituicdo temos:

d?i 5 di+( 2+1>,_0 (23)
a4 Lc)t”
Fazendo p = -1+ L tem-se
2LC
d?i di (24)

W—ZXa*I—Zpi:O
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Que ¢ a equacdo de Hermite j& apresentada pela equacdo (2). Como deduzimos anteriormente,

uma das solucdes de (2) €

ll(x) =0y __an +z (2 )ll_[p(p Zk)

. = 21'—01_[ 2k —1— 2j+1
u&)aﬂ+; @+ i p)|x

Deste modo, afim de encontrar uma das solugdes de (22), fazemos a substituicdo p =

1 ~ . i _
—1+-—-na solucdo apresentada anteriormente, fazendo também x =

) 2p —at—>b
(D) = ay - 2 ag (“o—)

21 2L
o -1 -
Sl ] (152 ) (e )| (222
2! 2LC 2LC 2L
j=2 k=1
—at—>b
lzm:al( 2L )
> | ﬁZk - ()| (Y
+ (2]+1)' S 2LC 2L

j=1

Estas sdo as duas solugdes linearmente independes que fornecem as solucGes analiiticas
da corrente em funcgéo do tempo.

Foi mostrado também que uma outra solucdo para (2) é

1\ o

1 P
o) = F()Z ( r&+n)

F( ) +n)F(n+1)

Dessa forma, para encontrarmos outra solucdo para (24), fazemos a substituicdo x =

oL ep=—1+m Logo,



i(t) =

o)

<—z+m) )

at—>b

(

Zr

=0

+n F(n+1)

-

2L

S

22
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Portanto, com base em todos os topicos apresentados, percebeu-se a importancia das
equacdes diferenciais para a resolucdo de problemas fisicos com caracteristicas diversas.
Quando tratamos do circuito RLC se notou a importancia do estudo do mesmo quando a sua
resisténcia varia na area das engenharias, assim como para o cotidiano, além mostrar sua
importancia no campo da ciéncia, tendo em vista que a maioria dos estudos apresentados
abordam um circuito com resisténcia constante. Onde através da equacdo de Hermite e da sua
solugédo, chegou-se a uma resposta para a expresdo do circuito RLC com resisténcia néo
constante. Mostrando assim que o conhecimeto na area das equacdes diferenciais € de extrema
importancia em diversas areas da ciéncia, tornando possivel e mais simples a solucdo de

diversos problemas.
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