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Resumo: Na engenharia civil, existe varias aplicacGes de equagdes diferenciais de segunda ordem, uma delas
é utilizada na modelagem do estudo de flambagem de colunas para encontrar o valor da carga critica através
do estudo da linha elastica que descreve o comportamento da coluna fletida. Com base na relevancia deste
estudo e na caréncia de trabalhos que mostrem diretamente a ligacdo das aplicacdes das equacdes diferenciais
com a engenharia, este busca mostrar de forma clara e objetiva apresentando a modelagem para carga critica
de colunas com diferentes condicOes de apoio baseado nos estudos de Euler, além de fazer um comparativo
dos valores experimentais obtidos em laboratério para dois comprimentos de barras diferentes, com o resultado
tedrico obtido em cada caso pelas equacdes estudadas, onde tal comparacao diante das condicdes laboratoriais
existentes s6 foi possivel de ser feita para dois dos quatro casos estudados. Os resultados obtidos foram
satisfatorios, dentro dos casos possiveis de analise, uma vez que, os eventos obtidos experimentalmente para
carga critica das barras de aco nestes casos, em que foi realizado o ensaio, variou relativamente pouco em
relacdo ao valor tedrico obtido pelas equacdes.
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1. INTRODUCAO

Um dos fenbmenos importantes a serem analisados na engenharia civil é a flambagem em colunas que pode
acarretar diferentes problemas estruturais, devido a perda de instabilidade desses elementos responsaveis por
distribuir as cargas para as fundacgdes das edificacdes. De acordo com [1], existe uma carga méaxima que a coluna
suporta antes de flambar chamada de carga critica ou carga de Euler, que pode ser calculada para diferentes tipos
de colunas submetidas a diferentes condi¢des de apoios. Neste trabalho, pretende-se estudar a equacdo da carga
critica para colunas utilizando equacdes diferenciais para a modelagem das expressdes aplicando os conceitos de
acordo com [2] e analisando os quatro casos diferentes de apoio, a saber:

Caso 1: A coluna estd apoiada em ambas as extremidades por pinos;

Caso 2: A coluna estd engastada em uma das extremidades e na outra esta livre;
Caso 3: A coluna estd engastada em uma das extremidades e a outra presa por pinos;
Caso 4: a coluna esta engastada em ambas as extremidades.

Tendo em vista que em cada caso haverd uma modelagem diferente, o tema abordado pode ajudar alunos que
possuem dificuldades de associar os conhecimentos de equagBes diferenciais as engenharias, em particular, a
engenharia civil, que é o nosso ambiente de formagdo. Uma andlise comparativa para os valores de carga critica,
efetuando-se o calculo de acordo com as expressdes matematicas e com valores experimentais obtidos, através de
simulacgéo em laboratério, para dois comprimentos diferentes de coluna, onde o ensaio foi feito com barras de ago.
Diante das limitacOes laboratoriais locais so foi possivel realizar a simulacdo e experimento para os casos 1 e 3
citados anteriormente, que do ponto de vista da proposta é de grande valia.

2. ESTADO DA ARTE
2.1. Referencial teérico

2.1.1. Equacdes diferenciais ordinérias de segunda ordem

Uma equacdo diferencial (ED) é aquela que possui derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis
dependentes em relagdo a uma ou mais variaveis independentes. Uma ED do tipo ordinéria é aquela que possui
derivadas de uma ou mais varidveis dependentes em relacdo a uma Unica variavel livre, podendo ser chamada de
equacdo diferencial ordinaria (EDO). Um outro critério de classificacdo é quanto a sua ordem, onde determina-se
a mesma de acordo com a ordem da maior derivada da equacdo, portanto uma ED de segunda ordem € aquela que
a maior derivada é de segunda ordem [2].




A solucdo de uma equagdo diferencial ordinaria de segunda ordem é dada por uma funcdo y(x), no entanto
para escolher o método de resolucdo precisa-se saber das restrigdes do método e se ela é homogénea ou nao
homogénea, as equacdes (1) e (2) abaixo representam-nas respectivamente.

d’y dy @
a@ + ba +cy =0;
d?y (2)

dy
a@ + ba+cy = g(x),

onde a, b e c s8o constantes reais, no entanto o que vai diferenciar cada um destes tipos de ED é o valor de g(x).
Para escrever tanto a equacdo (1) como a (2) na forma padréo é necessario dividir todos os membros da equacéo
pelo coeficiente a.

Para resolver uma ED homogéneas utilizamos o método dos coeficientes constantes que consiste em
representar uma equacao diferencial por uma equacao auxiliar neste caso de segunda ordem, onde a mesma pode
ser resolvida simplesmente encontrando as raizes que solucionam o seguinte polindémio:

am? +bm+c¢ =0, ®3)
onde o grau de m em cada termo representa a ordem da derivada.

As equac0es estudadas neste trabalho possuem raizes complexas m; = a + ife m, = a — ifque segundo [1],
a solucdo para este caso é dada da seguinte forma:

y = e (c,cosPx + c,senfx), 4)
onde « corresponde a parte real da solugéo da equagao auxiliar e S a parte complexa.

Para o caso das ndo homogéneas a solucdo sera desenvolvida em duas partes onde a solucédo geral sera:
Y=Yt Vp ®)

onde y, € a solugdo complementar referente a equacdo homogénea associada e y,, € uma solugdo particular que
nos casos analisados posteriormente, quando necessaria sera obtida através do método da superposicao coeficientes
a determinar. Este método consiste em representar a fungéo g(x), por uma funcdo equivalente de forma genérica
com constantes arbitrarias, feito isto calcula-se a as derivadas até a segunda ordem desta funcdo genérica e as
substituem na equacdo diferencial, por fim iguala-se os termos semelhantes e encontra o valor das constantes e
consequentemente encontra-se ;.

Com os resultados obtidos até aqui pode-se escrever a solucdo da ED em funcdo de x e constantes
desconhecidas c; e ¢, mostradas na Equacéo (4). Para determina-las precisa-se da existéncia de um problema de
valor inicial (PVI) ou um problema valor de contorno (PVC), onde este Ultimo serd utilizado mais adiante na
analise das condic¢Bes de contorno referente a cada caso de estudo. Uma condicdo de contorno consiste em uma
aplicacdo de um valor x, conhecido onde conhecemos o valor de y, ou seja, y(x,) = y, onde esta condi¢do pode

. ~ . d
ser utilizada tanto para solucéo y quanto para sua derivada ﬁ .

2.1.2. Flambagem em colunas

Um dos fenémenos importantes a serem estudados na engenharia civil é flambagem em colunas, quando
evidencia a ocorréncia em uma estrutura pode-se dizer que supostamente a mesma ndo foi projetada de forma
correta. De acordo com [1], uma coluna é um elemento estrutural comprido e esbelto que pode estar sob carga de
compressdo axial, e esta pode provocar uma deflexdo lateral na coluna onde tal deflexdo é denominada flambagem.
Para que este fenémeno néo acontega é preciso que a coluna seja projetada com eficiéncia, de maneira que a
mesma suporte a carga solicitada sem falhar, para isto é necessario o conhecimento do valor maximo da carga
axial que a coluna suporta sem flambar, ou seja, quando este elemento estrutural esta na eminéncia de acontecer a
flambagem, esta caga méaxima é denominada critica P.,. ou carga de Euler por ter sido o primeiro a desenvolver
estudos significantes sobre ela (Figura 1a). Apds este estado, qualquer carga extra provocara a flambagem na
coluna (Figura 1b). Quando esta sob a¢éo da coluna uma carga P < P.,. a mesma encontra-se em equilibrio estavel
e ndo haver& nenhum deslocamento em sua posicéo, mas se P > P.,. o equilibrio é instavel e a coluna perdera sua
forma retilinea original. Existe uma determinada situagdo onde P = P.,. denominado ponto de bifurcacdo, para este
caso o equilibrio é neutro e a coluna encontra-se na eminéncia de flambar, logo isto pode acontecer se houver
aumento na carga P ou qualquer perturbacdo lateral tornado a coluna instavel, todas as situacdes estdo
representadas graficamente na Figura 2.
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Figura 1: Coluna antes e depois da flambagem [1]. Figura 2: Estabilidade de uma coluna [1]. (Adaptado)

Segundo [3], a analise de uma coluna pode ser realizada a partir do estudo de vigas, onde uma coluna pode ser
considerada como uma viga que suporta cargas axiais em vez de cargas perpendiculares. No entanto, a analise de
flambagem em colunas parte do estudo de deflexdo em vigas, devido as semelhancas significativas apresentadas
para estes dois elementos estruturais que podem facilitar o entendimento de colunas quando existe conhecimento
prévio sobre vigas, de maneira que a deflexdo vertical que ocorre nas vigas e analoga a deflexdo horizontal nas
colunas, logo a analise destas duas situagdes podem ser feitas de acordo com a interpretacédo da linha elastica.

De [1], o diagrama da deflexdo do eixo longitudinal que passa pelo centroide de cada area de secdo transversal
da viga é conhecido como linha elastica. Uma espécie de rascunho da forma defletida da viga devido a agdo de um
carregamento, que pode ser identificada facilmente de acordo com a carga e as condicGes de apoio, como mostrado
na Figura 03.
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Figura 3: Identificagdo da linha elastica [1].

Segundo [4], que foi um dos autores a conseguir representar 0 comportamento da linha elastica por uma
equacdo diferencial de segunda ordem, em fun¢do do modulo de elasticidade (E), do momento de inércia (I), e da
funcdo M(x) que descreve o momento fletor, tal representacdo recebeu o nome de equagdo da linha elastica e
escrita da seguinte forma:

d’y M(x) (6)
dx?  EI

Segundo[3], a expressdo acima também representa a equagao da linha elastica para colunas, porem para analisar
cada caso separadamente o que ira diferenciar entre as situagdes serd as condi¢bes de apoio na qual a coluna se
encontra, de maneira que em cada situacdo haverd um comportamento da linha elastica diferente, tal
comportamento pode permitir uma premissa de como a coluna ficara depois de flambada de acordo com a linha
elastica. Para efetuar a modelagem das expressdes considera-se que a coluna é ideal, que para [1], € uma coluna
perfeitamente reta antes da carga, feita de um Unico material e a aplicacdo da carga é feita no centro de gravidade
da é&rea de se¢do transversal da coluna.

Partindo do principio da Equaco (6) é possivel isolar a fungdo M(xx) em um membro da igualdade, entdo pode-
se escrever uma equacao de linha elastica para diferentes situagfes de apoio que a coluna pode estd submetida,
onde M (x) depende das condigdes de apoio, além de chegar na expressao que descreve a carga critica resolvendo
a equacdo diferencial da linha el&stica em funcéo de uma carga P que atua diretamente nas extremidades da coluna
e que pode provocar flambagem.

d’y )
El—= = M(x)




Desta forma pode simplificar o entendimento da modelagem para cada condi¢éo de apoio, onde para iniciar a
modelagem substitui-se o valor de M(x) para cada caso na Equacdo (7), chegando na equacdo diferencial de
segunda ordem especifica para cada caso.

2.2. Casos estudados
2.2.1. Coluna apoiada por pinos em ambas as extremidades

Neste tdpico serd modelada uma equacao diferencial de segunda ordem que represente a situagcdo em que a
coluna encontra-se biarticulada (Figura 4).

Figura 4: Coluna biarticulada. (Autoria propria)

Segundo [2], a equacdo do momento fletor para uma coluna situacdo é descrito pela seguinte expressao:

M(x) = =Py 8)
Substituindo na Equacéo (7), temos a equacdo da linha elastica que é mostrada em azul na Figura 4 expressa
da seguinte forma:
d?y )
Elﬁ = —Py.

Para obter esta equacdo diferencial na forma padrao, dividimos ambos 0s membros por EI e deixamos em um
membro da equacao tudo que for dependente de y, assim a equacdo na forma padréo para este caso seré:
d*y Py (10)
—+—=0.
~dx? EI o
A Equacdo (10) e da forma de (1), ou seja, do tipo homogénea onde sua solucdo é mais simples de obter
utilizando a Equacéo auxiliar (3), a expressdo e dada por:
P 11
m? + E =0. ( )
Resolvendo esta equagao do segundo grau obtemos a seguinte solugéo para a mesma:

m= i\/gi. (12)

De (12),temosquea =0e S = \/g . Substituindo estes valores em (4) obtém-se a seguinte solugao:

P P
_ /_ ’_ (13)
y = c¢,coS8 E1x+ c,sen Elx'

onde ¢, e ¢, sdo constantes que podem ser determinadas pelas condi¢des de contorno nas colunas. Sabemos que
nos pontos onde a extremidade esta fixa ndo ha deslocamento. Logo, as condi¢des de contorno sdo y(0) =0 e

y(L) =0.
Aplicando a primeira condi¢do na Equacdo (13), temos que:

P P
y(0) = clcos\/;o + czsen\/;o =0, (14)

como sen(0) = 0 e cos(0) = 1, entdo temos que ¢; = 0. Aplicando a segunda condi¢do analogamente a primeira,

obtém-se a seguinte expressao:
P
0= ’— L, (15)
c,sen £l




~ - . . - P . ~ ..
para que esta Equacdo seja satisfeita, necessariamente ¢, = 0 ou sen \/;L = 0. Para c, = 0 seria a solucéo trivial

a qual ndo nos interessa, porque para este caso a coluna sempre permaneceria reta, ou seja, ndo iria ocorrer
flambagem independente da carga P que estivesse sendo aplicada, coisa que acontece diferente em um caso real
quando aumenta-se a carga P a coluna tende a perder sua instabilidade, portanto esta possibilidade pode ser

~ - P . , o
descartada. Entdo vamos analisar o caso de sen ’EL = 0, para que isto acontecga € necessario que:

P
L= (16)
gl
onden =0,1,2,3 ... Isolando P na Equacdo (16) obtemos a equagdo da carga critica, assim
n?rEl
= 12 ) (17)

Porém, o conjunto solugdo para P ¢é dado por
2El 47°El  n27El
Pe 40, I R &
Queremos encontrar a menor carga que provogue a flambagem, para n = 0, temos P = 0 que representa a

situacdo em que ndo tem nenhuma carga atuando sobre a coluna, para n = 1, temos o menor valor significativo
para P, logo a carga critica fica:

(18)

T EI
o =" (19)
O objetivo foi obtido na Equacéo (19), onde se determinou a equagdo da carga critica P.,.. Porém para encontrar
a solucédo y que representa a forma da linha elastica, fazemos

72El 1
_ = (20)
y = c,5en 2 El X
Melhorando esta equacdo, podemos reescrevé-la da seguinte forma
T

y =cpsenyx 1)

Esta Equacéo representa a forma flambada da coluna onde c, representa a maior deflexdo lateral, logo este
valor ndo pode ser especificado porque néo se sabe o valor exato desta deflexdo que pode ser considerada como
pequena.

2.2.2. Coluna Engastada em uma das extremidades e na outra livre

Neste caso havera uma diferente equacéo para M (x), a coluna flambada possui uma forma especifica para este
caso, representada pela linha elastica em azul na Figura 5. Analisando o diagrama de corpo livre de uma secéo
arbitraria da coluna (Figura 6), pode-se perceber que diferentemente do caso anterior em que os esforcos atuantes
sobre a sec¢do era apenas a carga P, ha também a atuacdo de um momento referente a extremidade engastada que
consequente diferenciara a equacdo do momento fletor para este caso.

P‘ lP

L
(
U
Figura 5: Coluna com uma extremidade engastada e Figura 6: Diagrama de corpo livre. (Autoria
outra livre. (Autoria Prépria) Propria)

De acordo com [1], a equacdo M (x) para este caso € a seguinte:

M(x) = P(5-y), (22)
onde & é o deslocamento que ocorre na extremidade livre. Para obter a equacdo diferencial que resolve este
problema basta aplicar este momento fletor na equacéo (7), e proceder a resolucdo de forma parecida com o caso
anterior. Assim,




d*y (23)

El F = P(é‘— y)
Expressando-a na forma padréo, temos
d?y N Py Po (24)
dx?  EI EI

Esta Equacdo € do tipo ndo homogénea (2) com g(x) constante. Para solucionar a mesma temos que encontrar
a solucdo y, pra parte homogénea (lado esquerdo da equacgdo) e esta solucdo terd de ser somada com a solugdo
particular y, e a solugdo geral vai ser da forma de (5).

Como ja foi dito anteriormente esta solucéo é feita por etapas onde a primeira consiste em resolver a Equacéo
homogénea associada a (24), ou seja, considerar g(x) = 0 e resolver esta Equagao para obter o valor de y, que é
parte da solucdo. Porém, esta equacdo € igual a do primeiro caso no qual ja temos este resultado onde

P P

£ L (25)
T + c,sen T

Para resolver a parte ndo homogénea, utilizamos o método da superposicdo com coeficientes a determinar,
como g(x) € constante, representa-se y,, = A, onde A € uma constante arbitraria que sera derivada até a ordem da
maior derivada, assim

Y. = €,€0S

dy, _ _dy’ (26)
o dx ~— dx?’
Substituindo entes valores em (24), temo a seguinte expressao:
0 + PA P5 27)

Logo, y, = &. De posse destas informagdes podemos escrever a solucdo geral y.

Clcosfx + czsen\/7 (28)

Precisamos determinar os valares de c; e ¢, que serdo determinados pelas condic¢Bes de contorno. Para x = 0
ndo havera deslocamento neste ponto, ou seja, y(0) = 0. Aplicando esta condi¢do em (28), temos

P P
y(O)=clcos\/;><0+czsen\/;x0+5=0:>cl=—d (29)

A outra condi(;éo sera aplicada também em x = 0, onde a inclinacdo € nula para este ponto onde a mesma é
representada por =X Matematicamente isto quer dizer que — (0) = 0, desse modo precisamos derivar a equagao

(28) que é dada por
’P ’P ;P ;P
= |— —_ — — 30
Elclsen E1x+ EICZCOS Elx' (30)

Aplicando a condicdo de contorno, temos o seguinte

dy P P P P
200 = — |— _ —_ — =0. (31)
I (0) \/;clsen\/; x 0+ \/;czcos\/; x0=0

Desta expressdo temos que o Unico resultado que satisfaz a mesma é ¢, = 0. De posse dos valores das
constantes podemos escrever a solucgdo da ED, ou seja, a equacdo que rege a curva de deflexdo, isto é,

P
y=—dcos Ex+5. (32)

Desta forma concluimos com a solucéo da equacdo diferencial, porém o objetivo principal é expressar uma
equacdo para a carga critica P, para esta situagdo. Para isto considera-se que o deslocamento no topo da coluna
serd igual a deflexdo lateral causada carga P, matematicamente isto quer dizer que y(L) = &, aplicando este

resultado na Equacdo (28), temos:
P
y(L) = —5605\/;L +6= 06 (33)

Para que a Equacdo (33) seja satisfeita com & # 0 , necessariamente,




P
7 = 34
OSJ;L 0. (34)

P nrx
—L=—,n=123.. (35)
cos I > n ,2,3
Desta forma, precisamos apenas isolar P na Equacdo (35), considerando n = 1 por ser o menor dos possiveis

valores e assim obtem-se a expressdo para a carga critica P,,..
m2El
Por =272 (36)

Isto ocorrera sempre que

2.2.3. Coluna com uma extremidade engastada e a outra apoiada por pino
Neste caso a coluna encontra-se engastada em uma das extremidades e na outra presa por pinos (Figura 7).

Figura 7: Coluna com uma extremidade engastada e na outra pino. (Autoria prépria)

Segundo [3], e a equacdo para 0 momento fletor para esta situacdo é dada pela seguinte expressao:
M(x) = —Py — Vx. (37)
Onde V é uma forca que atua lateralmente na extremidade para equilibrar 0 momento de apoio no engaste,
além da forga axial P. Aplicando este valor de M (x) na Equacéo (7), obtém-se a ED que descreve o comportamento
da linha elastica para a este tipo de apoio, objetivando resolvé-la para encontrar a equacéo da carga critica P,
assim
d?y d’y Py -V (38)
EIE —Py Vx = d—+ﬁ £l —_/X.
Esta é uma equacéo diferencial de coeficientes constantes, linear e ndo homogénea de segunda ordem. Como

vimos anteriormente esse tipo de ED se resolve por partes calculando as solugdes y. e y, somando as mesmas para
obter a solucdo geral y. Portanto, de resultados anteriores temos que

P P
Y. = €,€0S Ex + csen Ex. (39)

Além disso, para encontrar y, sera utilizado o método dos coeficientes indeterminados abordagem por
superposicédo fazendo y, = Ax + B para representar a fungdo g(x) que para este caso € uma fungéo de primeiro
grau. Derivando até segunda ordem, temos que

dy, _ 4y’ (40)

=0.
o dx dx?
Substituindo este resultado na Equacéo (38), temos a seguinte expressao

PAx + PB = —Vx. (41)
Igualando os coeficientes dos termos de mesmo grau de um membro com o outro da equacédo, temos que B =
0ePA =-V,assim
/4 /4 42
A———:yp———x (42)

Por fim a solugdo geral da sera a seguinte:

= clcos\/7x + czsen\/7 (43)




Da solugdo geral mostrada na equagdo acima, temos que encontrar os valores das constantes ¢, e ¢, como
também o valor da forca lateral V, para isto precisa-se de trés condi¢es de contorno, y(0) =0, y(L) =0 ¢
Z—Z (L) = 0.

Fazendo y(0) = 0, temos que ¢; = 0. Para y(L) = 0, temos

0= iy i) (44)
= CSen El P = (Sen £l —P .

Para aplicar a terceira condicdo precisa-se de derivar a solucdo geral (43), derivando a mesma,
Yy

dy P P %
YL s =y —Z. (45)
dx 2 /EI cos /Elx P
FazendoZ—x (L) = 0, temos
dy P P Vv v P P
Yoy = f_ f_ _r_ v ’_ ’_ _ (46)
I L) =c, 577 €08 EIL P 0 :P C2 |08 EIL

Substituindo a Equagdo (46) na (44), obtém-se

’ P ’ P ’ P
= —_ L x 47
c,sen £l Cy £l cos EIL L,

melhorando a Equacéo (47), temos as seguinte expressao:

,P P
T }_ 48
tg EIL EIL (48)

Para resolver esta equacdo para P, precisa-se de auxilio de uma ferramenta matematica que possa fornecer
precisamente os arcos onde tg(x) = x. Para chegar neste resultado, pode-se fazer um gréafico e analisar onde
havera cruzamento ou intersecdo destas curvas (Gréfico 1).

(8]
|
—
[
W N =D =N W R A

y=X y=tgx

Gréfico 1: Visualizacdo da intersecdo entre as curvas. (Autoria prépria)

Sabe-se que as curvas analisadas se interceptam em varios pontos, logo o que sera utilizado na analise de P,,
serd menor valor significativo para intersecdo destes. Através da analise gréafica, pede-se afirmar que o menor
valor significativo serd aproximadamente 4,494 rad. Assim, temos que

P
= , (49)
I L = 4,494

Isolando P na Equagdo (49) encontramos a carga critica P.,., logo
4,4942E1 20,19E1
o= 2= (50)
2.2.4. Coluna Biengastada
Neste caso a coluna encontra-se engastada em ambas as extremidades (Figura 11). Com o objetivo de escrever

a expressdo matematica que descreve a carga critica P., de acordo com os procedimentos adotados nos casos
anteriores, precisa-se obter o valor de M (x) para escrever a equacdo diferencial representativa para esta situagéo.
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Figura 8: Coluna biengastada. (Autoria propria)

Segundo [5], o momento Fletor para uma coluna biengastada é dado por
M(x) = —Py + M,, (51)
onde P é a carga que atua nas extremidades da coluna e M, é 0o momento externo nas extremidades provocado pelo
engastamento. Com este é resultado agora pode-se aplicar na Equacéo da linha elastica (7), e escrever a equagao
diferencial que representa esta situacdo. Assim

d? 52
Eld—Zz—Py+M0. (52)
Escrevendo esta Equacdo na forma padrdo, obtemos o seguinte resultado
d’y Py M, (53)
dx?2 ' EI _EI'

Uma equacdo diferencial de segundo grau ndo homogénea que pode ser resolvida por partes assim como a
Equacéo (24). Porém, ja temos a primeira parte que é a solugdo complementar y, que ja foi resolvida nos casos

anteriores, onde
’ P ; P
Y. = €1€0S Ex + c,sen Ex. (54)

Para concluir com a solucdo precisamos encontrar a solugdo particular utilizando 0 mesmo método usado no
segundo caso, 0 método da superposicdo coeficientes a determinar, como g(x) € constante fazemos y, = 4,
derivando y, até a segunda ordem obtemos que suas derivadas até segunda ordem sdo nulas como mostrado na

Equacdo (26). Substituindo este resultado na equacdo diferencial, temos
0+PA_M0 A= _% (55)
El_El TR
De posse de y. e y,, a solucdo geral e dada da seguinte forma

= Clcos\/7x +czsen\/7x +— (56)

Para encontrar o valor das constantes c; e c, precisa-se de condi¢Ges de contorno. Porém, neste caso analisado
. . ~ d ~ . . -~
o deslocamentoy e a mclmagao —y serdo nulos nas extremldades da coluna, matematicamente estas condices de

contorno podem ser escritas respectlvamente como y(0) = 0 e (0) = 0. Aplicando a primeira condigio obtém-

se a seguinte expressao:

M 57
C1+_=0:Cl _0. ( )

Para aplicar a segunda condlgao necessita-se da derivada da solugao y encontrada, assim

fcgen\/ﬁ \/76'26'05\/7 (58)

Aplicando o valor de ¢, e E = 0, temos que

P
cz\/;=0:>02=0. (59)

De posse dos valores das constantes de integracdo pode-se escrever a solucdo geral da ED, porém objetiva-se
encontrar uma equagdo para a carga critica P.,., para isto utiliza-se de uma terceira condi¢do de contorno onde

Z—z (L) = 0. Aplicando este resultado e o valor das constantes de integracdo na Equacao (58), temos

M, |P P
o ’_ ’_ = 0. (60)
p |5l sen I L=0




Nesta equacdo um dos termos tera de ser nulo, logo o Gnico termo que pode zerar é o senoidal, desta forma
P
sen |— L =0, (61)
El

situacdo idéntica a que ja foi mostrada no caso de colunas biarticuladas, entdo os resultados obtidos para o conjunto
solucéo sdo 0s mesmos, assim

2El 47El  n?fEl
Pe {0, ) e (62)

PR
Precisa-se saber qual solucdo do conjunto representa melhor a equacdo da carga critica. Analisando o
comportamento da linha elastica da Figura (11), no ponto x = %a inclinacdo também é nula neste ponto. Fazendo

Z—z (g) = 0, temos que

dy (L\ M, |P PL_ 63)
dx (2) =P %" [m2= "

Para melhorar esta Equacdo, aplicamos os resultados obtidos da Equacao (16) na Equagdo (63), assim

dy (L) Mynr nr

dx\2) = prsen 5 =0 (64)

Segundo [5], da Equacdo (acima) % #0e nL—” # 0, entdo o Gnico termo que pode ser nulo sera
nrx
sen > = 0. (65)

Isto ocorre apenas quando n for um ndmero par. Assim, n =0, 2,4,6 ...

Portanto, o menor valor de n representara a equacéo para a carga critica P,,., assim temos que o menor valor
significativo serd n = 2. Logo, a equagdo de P, sera obtida isolando P na Equacdo (16) e fazendo n = 2, assim,
temos que

47°El
Py = Tz (66)

Além da explicacdo matematica existe uma explicacéo fisica para o valor de n = 2. Segundo [1], n equivale
ao numero de ondas existentes na linha elastica, se analisarmos a Figura 11, percebe-se que existe dois pontos de
inflexdo na curva, logo existe duas ondas nesta curva da linha eléstica, de comportamento descrito por:

M ’P M M ’P
y=—?ocos Ex+?0 = y=?0 1—cos Ex . (67)

2.3. Materiais e métodos

2.3.1. Materiais e equipamentos
e 3 metros de barra de aco A-36
e Prensa mecéanica de capacidade de 2000 KN

2.3.2. Procedimento experimental

Devido limita¢des laboratoriais ndo foi possivel fazer o experimento para todas as situagdes estudas, assim 0s
Unicos casos possiveis de se obter éxito no ensaio foi 0s casos em que a coluna esté apoiada por pinos em ambas
as extremidades e apoiada por pino em uma extremidade e a outra engastada. O procedimento experimental foi
dividido em duas etapas onde a primeira etapa foi realizada a preparacgao tanto das barras como do suporte para
simular a condicéo de engaste, a segunda foi 0 ensaio de compressao na prensa mecanica para a determinacéo da
carga critica.

Na primeira parte, para fazer o suporte que simula o engaste para fazer o ensaio do caso da coluna engastada
em uma extremidade e na outra presa por pinos, foi produzido soldando sobre uma barra de 150 milimetros de
comprimento, 25,4 milimetros de largura e 6,35 de altura, 6 barras de mesma largura e altura que a anterior mas
com comprimento de 50 milimetros, soldando trés de um lado e trés de outro deixando uma cava no centro da
barra inferior com um afastamento uma da outra de 6,35 milimetros (Figura 9). Além disso, foi serrada as barras
para realizar ensaios para dois comprimentos diferentes, precisamente 300 e 400 milimetros. Pode-se observar na
Figura 10 que para cada ensaio as duas barras possuem comprimentos diferentes devido levar em consideracao
que na condicdo de simulagdo de engaste tem que somar o comprimento a ser usado no ensaio com a profundidade
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da abertura do suporte, ja na outro caso a barra serd posta diretamente na prensa e tem o tamanho a ser utilizado
no ensaio.

Figura 9: Suporte para simular engaste. Figura 10: Material levado para laboratério.
(Autoria propria) (Autoria propria)

Na segunda parte, os itens mostrado na Figura 10 foram levados para laboratério para realizagcdo do ensaio.
Para simular a coluna bi articulada a barra foi posta de forma mais reta possivel na prensa mecanica (Figurall)
que realizou-se a aplicacdo de forca medida em KN, onde o ensaio continuou até que fosse detectado visualmente
a flambagem na barra. Para o caso de pino e engaste (Figura 12) o procedimento foi semelhante ao anterior, a
Unica diferenca foi que na parte inferior da coluna foi posto o suporte para simular o engaste. Este procedimento
para os dois casos foram feitos duas vezes para cada um deles ja que foi realizado ensaio para dois comprimentos
diferentes.

Além disso, para determinar a carga critica experimental para um valor bem aproximado, o ensaio foi filmado
cada parte por uma cadmera de celular posicionada de maneira que ficasse visivel a barra durante o ensaio e 0
registro da carga que estava sendo aplicada pela prensa. Feito isto, a carga critica foi determinada através da analise
do video referente a cada ensaio por meio da percepc¢do da iminéncia de flambagem e o valor da carga que estava
sendo aplicada neste momento mostrado no painel da prensa (Figuras 11 e 12). Estes procedimentos usados foram
feitos tanto para as barras de aco A-36 de comprimento 300 milimetros quanto a de 400 milimetros.

Figura 11: Ensaio com barra biarticulada. (Autoria Figura 12: Ensaio com barra engastada em uma
Prépria) extremidade e na outra pino. (Autoria propria)

2.4. Resultados e discussdes

Através do processo de modelagem e resolugdo de equagdo diferencial de segunda ordem foi apresentado de
forma clara e objetiva uma expressao para calcular a carga critica referente as condicdes de apoio para cada caso
estudado, onde os resultados sdo mostrados na Tabela 1.
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Tabela 1: Expressdo para carga critica em cada caso de apoio. (Autoria propria)
TIPO DE APOIO | Pino-Pino | Engaste-Livre Pino-Engaste Engaste-Engaste

EXPRESSAO 7El 2El |, _2019EI 42El
PARA CARGA Po=—T] | Pe=72 or =2 Poy=—r
CRITICA

Com estes resultados, para calcular a carga critica de uma coluna basta aplicar os valores de E, I e L na equagao
referente as condicdes de apoio, obtendo assim P,,. tedrica. Para uma anélise ligeiramente comparativa com o valor
experimental. O valor do menor momento de inércia para barra usada no experimento é I = 541,97 mm*, e 0
madulo de elasticidade do ago utilizado é E = 205 GPa. Na Tabela 2 € apresentado os valores para P, tedrica e
experimental referente aos dois comprimentos utilizados nos casos que foram possiveis fazer o experimento.

Tabela 2: Comparativo entre a carga tedrica e experimental. (Autoria Prépria)

L Por-TEORICA (KN) Per-EXPERIMENTAL (KN) ERRO (%)
Pino-Pino | Pino-Engaste | Pino-Pino  [Pino-Engaste| Pino-Pino | Pino-Engaste
300 12,18 2.9 112 233 875 6%
400 6,85 1402 12 133 486 541

De Posse dos valores obtidos na Tabela 2 pode-se afirmar que os resultados foram satisfatérios, verificando-se
uma margem de erro relativamente pequena e inferior a 10% quando feita a comparacdo dos resultados tedricos e
experimentais para cada caso analisado. Um dos fatores que pode justificar esse erro ocorrido é a baixa precisao
da prensa mecénica que foi utilizada, além da mesma néo ser especifica para ensaio de flambagem. Além disso,
existem outras possiveis fontes de erro, devido o procedimento experimental efetuado na determinacéo da carga
critica que foi obtida atraveés da andlise do video do experimento, ou ainda as condicfes de apoio podem néo ter
sido simuladas perfeitamente.

Ainda da Tabela 2, pode-se constatar uma comprovacdo de um resultado tedrico referente a estabilidade de
colunas em funcdo do comprimento da mesma, observa-se que assim como no tedrico o valor de carga critica
experimental é menor para um maior comprimento de coluna.

3. CONSIDERACOES FINAIS

De acordo com o que foi visto, é possivel constatar que pode-se fazer uso das equacgdes diferenciais, de segunda
ordem, na anélise da flambagem em colunas de maneira clara e objetiva, pois nos dois casos que foi realizado
experimento obteve-se um erro consideravelmente pequeno, quando comparado os valores tedricos e
experimentais. Desta forma, este trabalho contribui para a comunidade académica proporcionando a explicacéo
detalhada de aplicagdo matemética em um problema cotidiano de engenharia civil, facilitando a compreenséo para
aqueles que possuem dificuldades no entendimento tedrico-pratico. Considerando as devidas limitacoes, pelo fato
de se considerar uma coluna ideal, na anélise de todos os casos estudados, além de ndo ter sido possivel a realizacéo
da parte experimental para todos as condicdes de apoio analisadas, ndo inviabilizam a qualidade deste. De todo
modo recomenda-se para trabalhos posteriores, sobre o tema, mostrar outras aplicagbes em engenharias,
acompanhado da parte experimental fortalecendo assim a prética e a teoria.
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