CURSO DE BACHARELADO EM CIENCIA E TECNOLOGIA

UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DO SEMIARIDO - UFERSA :. C T
Trabalho de Conclusé&o de Curso (2020.2). .

Ciéncia £ TECHOLOG!

ANALISE DIFERENCIAL DE CIRCUITOS RC E RL A PARTIR DOS

METODOS NUMERICOS DE EULER, HEUN E RUNGE-KUTTA
Hugo Dias Gild

Resumo: Este trabalho aborda os métodos numéricos de Euler, Heun e Runge-Kutta para a resolucdo de
equacdes diferenciais ordinarias direcionadas para aplicagdes com circuitos RC e RL, tendo como objetivo a
comparacao da eficiéncia desses métodos em se aproximar da solucédo analitica dessas problematicas. A analise
é feita a partir da construgdo de algoritmos iterativos na IDE Scilab que calculam o Erro Médio Absoluto e
0 Erro Médio Relativo para os diferentes métodos e para diferentes quantidades de reparticbes de um
intervalo de tempo. Os experimentos consistiram na analise de quatro problemas distintos, onde constatamos
a boa adequacdo dos métodos, e 0 método de Runge Kutta de quarta ordem teve um melhor desempenho,
assim, destacando-se dos demais.
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1. INTRODUCAO

Segundo [1], desde o fim da década de 1940, a vasta disponibilidade dos computadores digitais levou a uma
verdadeira explosdo no uso e desenvolvimento dos métodos numéricos. Tais métodos abrem portas para resolver
problemas que, em diversas situagdes, trazem consigo solugdes analiticas complexas ou até impossiveis de se
obter.

Ademais, entrelacado a essas problemaéticas que os métodos numéricos desejam resolver, ha o conhecimento
tedrico acerca de alguma &rea especifica, como na fisica por exemplo, em que tal conhecimento se torna necessario
para a elaboragcdo dos modelos matemaéticos. Em relacdo a isso, [1] diz que: “O conhecimento e 0 entendimento
da problemaética sdo pré-requisitos para a implementacéo efetiva de qualquer ferramenta”.

Dentre os diversos métodos numéricos, existem o0s que servem para resolver Equacfes Diferenciais com
Problema de Valor Inicial (PVI), como por exemplo, os métodos de Euler, Heun e Range-Kutta. Essas equacdes,
segundo [3], ocorrem com muita frequéncia na descricdo de fendmenos da natureza. Um exemplo é o
comportamento da carga de um capacitor e a corrente de indutores com o passar do tempo em um circuito elétrico.

Assentados nesses referidos métodos numéricos, esse trabalho objetiva avaliar a eficiéncia na aplicacdo destes
para resolver de Equacbes Diferenciais Ordinarias com Problema de Valor Inicial aplicado a certos circuitos
elétricos com Capacitores e também com Indutores frente as solugdes analiticas. Para atender aos objetivos
propostos, este documento esta organizado da seguinte forma: no seccao 2, esta contida a fundamentacéo teorica,
a qual serve para embasar conceitos matematicos (sobre EDOs e 0s métodos numéricos para resolvé-las) e fisicos
(sobre capacitores e indutores) acerca do tema deste trabalho; no secg¢éo 3, esta a metodologia utilizada, abarcando
os algoritmos e os problemas a serem analisados; no seccao 4, constam os resultados e discussdes dos problemas;
nos seccBes 5 e 6, se encontram as conclus@es sobre o trabalho e as referéncias bibliogréficas, respectivamente.

2. FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 Equagdes Diferenciais
2.1.1 Conceitos

A priori, sera contemplado neste trabalho um resumo sobre as equacées diferenciais para melhor compreenséao
do trabalho, baseado em [4,5,7]. Este resumo contera informagdes sobre alguns conceitos e defini¢des, porém nédo
abordando deducdes de teoremas, pois fogem do escopo do presente trabalho. Para um maior aprofundamento
destes conceitos, sugere-se a leitura de [4,5,7].

Vale ressaltar que, nesse trabalho, os problemas envolvem somente equagdes diferenciais ordinarias, lineares
e de primeira ordem, logo, os conceitos apresentados serdo somente 0s que as rodeiam.

Sobre isso, [4] mostra:
Definicao 2.1: Uma equacao que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais varidveis dependentes,
em relagdo a uma ou mais variaveis independentes, é chamada de equacao diferencial (ED).




Segundo [7], as equagdes podem ser classificadas quanto ao tipo, ordem, e a linearidade.

Quanto ao tipo, uma equagdo diferencial pode ser ordinaria ou parcial. Ela é ordinaria se as fungdes
incognitas forem fungdes de somente uma variavel. Caso contrario ela é parcial. Portanto as derivadas que
aparecem na equacdo sdo derivadas totais.

Quanto a ordem, uma equagao diferencial pode ser de 12, de 22, ..., de n-ésima ordem, dependendo da derivada
de maior ordem presente na equagdo. Uma equacgdo diferencial ordinaria de ordem n pode ser escrita na forma da
Equacdo 1:

F(x,y,y’,...,y(")) =0 Q)

Quanto a linearidade, uma equacdo diferencial pode ser linear ou ndo linear. Ela é linear se as incognitas e
suas derivadas aparecem de forma linear na equacéo, isto é, as incognitas e suas derivadas aparecem em uma soma
em que cada parcela é um produto de alguma derivada das incognitas com uma funcdo que ndo depende das
incdgnitas. Por exemplo, uma equacao diferencial ordinaria linear de ordem n é uma equacao que pode ser escrita
na Equagéo 2:

n n-1

d"y d"y dy
an(x).m + a"'l(x)'dx"-l + -+ al(x).a +a,(x)y =gx) (2)

A solucéo de uma Equacéo Diferencial Ordinéria (EDO) é uma funcéo ou uma familia destas contidos em um
intervalo | de modo a validar a igualdade da Equagdo 1.

2.1.2 Problema de Valor Inicial

Conceitua-se Problema de Valor Inicial (PVI) como aquela EDO cuja solugdo esta associada a uma condi¢do
inicial descrito como:

y(%,) =Y 3)

Em que x, é um nimero pertencente a um intervalo | e y, € um ndmero Real. Dessa forma, o problema, de
modo geral, assume seguinte caracteristica:

dy
PR ACHY) (4)
y(x0) = Yo (%)

Geometricamente, o PVI almeja uma solucéo para a equagdo diferencial que passe pelo ponto (x,, y,) em um
intervalo I, ou seja, escolhe, dentre uma familia de solu¢des que uma EDO pode ter, a que satisfaca a condicdo
inicial.

2.2 Métodos numéricos para resolver EDOs

Ha diversos métodos para encontrar solugdes de equacOes diferenciais, todavia, eles possuem aspectos em
comum, tendo em vista que, dado um PVI, segundo [2], construimos uma partigdo do intervalo (x4, X3, ..., X),
gue serdo igualmente espacadas, ou seja, terd amplitude: x;,; —x; = h,i=0,1,.., e calculamos as
aproximacdes y; = y(x;) nestes pontos, usando informacdes anteriores.

Ainda segundo [2], para calcular y; usamos apenas y;_, teremos um método de passo simples ou passo Unico.
Porém, se usarmos mais valores, teremos um método de passo multiplo.

Os métodos que serdo abordados no presente estudo sdo do tipo passo Unico e, como ja supracitados, sdo 0s
métodos de Euler, Heun e Runge-Kautta.

2.2.1 Expanséao em séries de Taylor

Antes de expor sobre os métodos numeéricos, é cabivel descrever sobre o polindmio de Taylor. De acordo com
[8], a férmula de Taylor consiste num método de aproximagdo de uma funcdo por um polindmio, com um erro
possivel e estimado.

Seja f:I - R uma fungdo que admite derivadas até ordem n num ponto ¢ do intervalo I. O polinémio de
Taylor de ordem n de f no ponto ¢, denotado por P, (x), é dado pela Equacéo 6.




P =f@+ OG- +5 20— 4+ L — oy (6)

n!

A partir de um polindbmio de Taylor de grau n de uma funcéo f(x), o resto (R(x)) é definido como a Equagéo
7.

Rn(x) = f(x) = B (%) (7)

Quanto menor o resto, mais P,,(x) se aproxima de f(x), portanto, melhor se torna a aproximagéo de f(x).

2.2.1 Método de Euler
De acordo com [9], O método mais simples de passo multiplo é obtido fazendo n = 1 no método de Taylor
de ordem n, obtém-se entdo, o método de Euler, o qual, de acordo com [2], consiste em: como conhecemos x, €
Yo = (x¢), entdo sabemos calcular y’'(xq) = f(xg, ¥o)- Assim, aretary(x) que passa por (xq, ¥o) com coeficiente
angular y’(x,) é conhecida (Equacdo 8):
10(x) = y(x) + (x — x0)¥'(x0) (8)
O termo “(x — x3)” é chamado de amplitude e é denotado por “h”, ou seja, o h é a diferenca de um x,,; por
um x,, em que k é o indice da variavel x. Portanto, h de uma forma mais geral é representado na Equagé&o 9:
h = X1 — X 9)
O raciocinio é repetido inUmeras vezes, e assim, tem-se a formula geral do método de Euler (Equacéo 10):

Vir1 =YV Fhf (o, ve),  k=012,.. (10)

Graficamente, para um ponto que esta na curva, 0 método se mostra da seguinte forma:
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Figura 1: Exemplo da construcdo de uma solucéo pelo método de Euler, onde r,(x) é a reta tangente a f(x) no
ponto (x,, ¥o). Adaptado de [2]

2.2.2 Método de Heun

Segundo [1], o método de Heun busca melhorar a estimativa da inclinacdo de ry(x) e envolve a determinacéo
de duas derivadas para o intervalo, sendo uma no ponto inicial e outra no ponto final. Entdo, é feita a média das
duas derivadas para obter uma estimativa melhorada da inclinacéo do intervalo completo.

Portanto, em termos matematicos, 0 método de Heun, também conhecido por método de Euler melhorado, é
apresentado na Equagdo 11, a qual relaciona o valor da fun¢do em um determinado ponto com a média aritmética
das derivadas.

f vi) + f(Kivrs Yie) b (11)

Yiser = Yi T >




Graficamente, 0 método pode ser descrito nas Figuras 2.a e 2.b, onde sdo calculadas as inclinagcdes nos pontos
(x5, ¥i) e (xi41, Yir1) € depois é extraido a média aritmética dessas duas inclinagbes para compor uma nova
inclinacdo e ser posta na Equacédo 11.

-4 Inclinacao = flx, . 0. v, 10) 4 : - :
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Figura 2.a: Grafico do método de Heun Figura 2.b: Grafico do método de Heun (apds a média
(Encontrando as inclinac¢fes dos extremos).[1] aritmética das derivadas). [1]

2.2.3 Método de Runge-Kutta

O metodo consiste na comparacao da expansdo de Taylor com y;,,. A férmula geral é descrita pela equagdo a
seguir.

Yier = Yi + ¢(xi, yi, Wh (12)
¢ =aky +ak, +--+a,k, (13)

Onde ¢ é a funcéo incremento, os a’s sdo constantes e 0s k's sédo:

ky = f(xi,y) (14)

ky = f(x; + pih,yi + quiksh) (15)

ks = f(x; + pohyi + qzikih + gk h) (16)

kn = f(x; + Ppo1hyi Guor1akih + Qn—z,zkzh + ...+ qn—l,n—lkn—lh) (17

Os q's e p's sdo constantes e o indice n indica a ordem do método. Tomando n como um, tem-se:

Yier = Vi +h.(ky.aq) (18)

E comparando com a expansdo de Taylor de ordem 1:

Vi1 = Yi(x)) + h. f(x;, y;) + O(h) (19)

Em que O(h) é o erro de truncamento local. Entdo, analisando as Equaces 14, 18 e 19, conclui-se que a; = 1
e a expressao final é exatamente o método de Euler:

Yier = Yi t h f(x, ) (20)

Para encontrar o método de Runge-Kutta em ordens superiores, o procedimento é similar ao descrito
anteriormente, entretanto, para achar as expressdes para k's de ordem maior que um, pode ser necessario expandi-
los em série de Taylor para mais de uma variavel e truncar a expresséo obtida.

Segundo [3], dentre os métodos de Runge-Kutta, 0 mais popular é 0 método de quarta ordem. A versdo mais
difundida do método de quarta ordem é descrita como:

Yier = Yi = (ky + 2k + 2k + ky)h (21)




Em que:

=700 (22)

ko= (% + 3hoyi+ Skih) (23)
1 1

ks =f(xl- + Eh,yi + Ekzh) (24)

ko= fC + by + ksh) (25)

E importante salientar que esse método utiliza, diferente do de Heun, uma média ponderada para se encontrar
a melhor inclinacdo da reta. Cada k; (i = 1,2,3,4) representa uma inclinacéo de reta.

2.3 Circuitos RC e RL
2.3.1 Capacitores

De acordo com [6], um capacitor € um sistema constituido por dois condutores separados por um isolante (ou
imersos no vacuo). Em quase todas as aplicacdes praticas, cada condutor possui, inicialmente, carga liquida igual
a zero e hé transferéncia de elétrons de um condutor para o outro; dizemaos, nesse caso, que o capacitor esta sendo
carregado.

2.3.1.1 Processo de Carga de Capacitores

Um circuito contém uma fonte de for¢a eletromotriz (fem) &, um resistor de resisténcia R e um capacitor de
capacitancia C. Esse circuito € responsével por carregar o capacitor quando a chave esta fechada. A carga sobre o
capacitor aumenta com o tempo, enquanto a corrente diminui.
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+:‘: Jechada
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{

Figura 3: Circuito RC para carga. Adaptado de [6]

Para construir uma expressdo que relacione todas as diferengas de potenciais no circuito, utiliza-se a Lei das
malhas de Kirchhoff, a qual afirma que, segundo [6], a soma algébrica de todas as diferencas de potencial através
de uma malha, incluindo os elementos resistivos e a fem de todas as fontes, é necessariamente igual a zero. Para
um maior aprofundamento acerca da temaética, sugere-se a leitura de [6].

A aplicacdo dessa lei para o circuito em questdo resulta em:

o q
—iR—==0 26
& 1 I ( )

A expresséo relaciona a fem da fonte, a diferenca de potencial (ddp) no Resistor e a diferenca de potencial no
Capacitor. Entretanto, tanto a corrente i quanto a carga do capacitor g variam em funcgdo do tempo. Além disso, a
corrente i é descrita pela Equacédo 27:

dq

| = — 27
T @)
Com isso, monta-se a seguinte EDO de primeira ordem:
€ d
f_4_9_, (28)

Sabe-se que a carga no instante zero é nula, pois o capacitor ainda esta descarregado, ou seja, matematicamente




tem-se o PVI:

q(0) =0 (29)

Que é uma EDO com um Problema de Valor Inicial cuja solucdo, de acordo com [6], pelo método analitico é
mostrada na Equacédo 30, e que Q é a carga maxima que o capacitor adquire:

MQ=Cs<y—f%)=Qa—e%h (30)

A carga do capacitor cresce exponencialmente e tende a carga final Q. Graficamente, tem-se:
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Figura 4: Gréfico da carga versus tempo para carga de um capacitor. Adaptado de [6]

2.3.1.2 Processo de Descarga de Capacitores

Nesse caso, o circuito & composto apenas com o Capacitor de capacitancia € e o resistor de resisténcia R, que
tem como objetivo descarregar o capacitor. Quando a chave é fechada, tanto a carga, como a corrente diminuem
com o passar do tempo.
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Figura 5: Circuito RC para descarga. Adaptado de [6]

A nova EDO que surge é similar a Equacao 28, todavia, agora ndo ha a fonte, resultando assim em:

dqg q
“a., 9 _ 31
TR 0 (31)

Dessa vez, para o PVI, sabe-se que no instante inicial, o capacitor estd com sua carga méaxima Q, ou seja:
q(0)=Ce =0Q (32)
Portanto, a sua solucéo analitica, segundo [6], é da forma:
q(t) = Qe */k¢ (33)

A carga do capacitor decresce exponencialmente no processo de descarga do capacitor e tende a zero. Em
termos graficos, obtém-se:
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Figura 6: Gréafico da carga versus tempo para descarga de um capacitor. Adaptado de [6]

Logo, tanto para carregar quanto para descarregar um capacitor, o seu grafico da Carga versus Tempo deve ter
um comportamento exponencial, porém, um decrescente e outro crescente, respectivamente.

2.3.2 Indutores

Ademais, existe outro componente eletronico de notéria importancia, denominados indutores. De acordo com
[6], o objetivo de um indutor é criar uma corrente que se oponha a varia¢do da corrente no circuito. Um indutor
colocado em um circuito de corrente continua ajuda a manter a corrente constante, apesar de eventuais flutuagdes
da fem aplicada; em um circuito de corrente alternada, o indutor pode ser usado para suprimir variacdes da
corrente que sejam mais rapidas que as desejadas.

Neste trabalho, serdo analisados dois casos: No Caso 1, a presenca da fonte no circuito faz com que o valor da
corrente saia de um valor nulo para um diferente de zero; ja no Caso 2, a retirada da fonte é responsavel por reduzir
a corrente de um certo valor para zero. Em ambos 0s casos, ha variagdo de corrente, portanto o indutor tende a se
opor a esse fenémeno.

2.3.2.1 Indutores (Caso 1)

O indutor de indutancia L é conectado em um circuito contendo: uma fonte € e um resistor de resisténcia R.
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Figura 7.a: Circuito RL. Adaptado de [6] Figura 7.b: Circuito RL com a chave S; acionada.

Adaptado de [6]

Em um primeiro momento, a chave §; da Figura 7.a é ligada, resultando no circuito da Figura 7.b, e uma
corrente i, inicialmente nula, comega a aumentar no circuito com o passar do tempo.

Entdo, através da aplicacdo da Lei de Kirchhoff da malhas, obtém-se:

di € R di
€ —iR Ldt 0- I 1(L) T (34)
A qual tem seu PVI como:
i(0)=0 (35)




E sua solugdo analitica, de acordo com [6], culmina em na Equagdo 36, onde | é a corrente maxima:
R

0 =—(1- e‘@f) = 11— e @) (36)

A corrente do circuito ira aumentar exponencialmente de zero para a corrente maxima I. Em termos gréaficos,
tem-se:

Figura 8: Gréfico da corrente versus tempo para circuito RL [6]
2.3.2.2 Indutores (Caso 2)
Agora, em determinado momento apos o circuito ter atingido sua corrente maxima, desliga-se a chave S, e

liga-se a chave S, rapidamente. Desse modo, ndo h& mais fonte, restando apenas o resistor R e o indutor L. O
circuito equivalente esta mostrado a seguir:

Figura 9: Circuito RL com a chave S; acionada [6]

A EDO, por sua vez, sofre uma sutil alteracdo: € se torna nulo. Assim, ocasionando em:

iR+L%=0=> i(%)+%=0 (37)
A qual tem seu PVI:
i(0) = — = I, (38)
R
E sua solucgdo, segundo [6], é da forma:

i(t) = %e_(g)t = Ioe_(g)t (39)

A corrente do circuito ird decrescer exponencialmente com o passar do tempo, tendendo a zero, resultando
no seguinte gréafico:
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Figura 10: Grafico da corrente versus tempo para circuito RL com a chave S; acionada [6]

Desse modo, a forma com que a corrente varia em um circuito RL é de forma exponencial para ambos casos.
Contudo, no Caso 1, a corrente cresce de zero até tender a corrente maxima, enquanto que no Caso 2, a corrente
parte de um valor maximo e tende a zero. A presenca do indutor faz com que as variages de correntes nao se
deem de modo instantaneo, mas sim, passem por um regime transitorio.

3. METODOLOGIA

Com o intuito de estudar a eficiéncia dos métodos numéricos de Euler, Heun e Runge-Kutta frente as solu¢des
obtidas analiticamente, foram desenvolvidos algoritmos para solucionar os Problemas Te6ricos numericamente e
comparé-los com a solugéo analitica.

Essa comparacéo foi feita a partir dos conceitos de Erro Médio Absoluto e Erro Maximo Relativo.

Erro Médio Absoluto = Média ( |Solugdo numérica — Solucgio analitica |) (40)

|Solugio numérica — Solucdo analitica | )

Erro Médio Relativo = Média ( (41)

Solucido Analitica

Os valores encontrados foram utilizados para compor tabelas.

Além disso, os intervalos de tempo considerados para a plotagem dos graficos dos Problemas Tedricos foram
repartidos em diferentes quantidades de parti¢cGes n. Esses valores foram de: 20, 200, 2000 e 20000 parti¢des. O
intuito dessa variacdo era observar se houveram mudanca nos Erros ao aumentar a quantidade de reparti¢des de
um intervalo de tempo para um mesmo método numeérico.

A IDE (Ambiente de Desenvolvimento Integrado) utilizada para a construcdo dos algoritmos foi o Scilab 6.1.0,
gue é um software cientifico para a computacdo numérica, ele possui diversas ferramentas que facilitam o trabalho
com problemas matematicos, como por exemplo, vetores, matrizes, algebra linear, estatistica, etc. O algoritmo foi
executado em um computador com 8,00 GB de meméria RAM, um processador Intel® Core™ i5-4570 e com 0
sistema operacional Windows 10 versdo 20H2.

Para os problemas 1 e 2, o intervalo considerado nas simulagGes foi de 0 a 4 segundos. J& para os problemas 3
e 4, o intervalo considerado nas simulag@es foi de 0 a 0,003 segundos.

3.1 Problemas Tedricos
Para verificar a aplicacdo dos métodos, serdo considerados quatro problemas, que serdo detalhados a seguir.

Problema 1: Um resistor de 5,0kQ conectado em série com um capacitor cuja capacitancia é de 100,0pF e uma
bateria de 1,0V. No tempo inicial o capacitor esta descarregado.

£_0Q _do_ v Q _de _ _9(e—1y _ % _
R RC dt 0- 5k (5kQ)(100,0pF)  dt 0 —200u(A) —2(s7H)Q dar 0 (42)

Q(0)=0 (43)

Problema 2: Ap6s um longo periodo de tempo, o capacitor do “Problema 17 encontra-se carregado, a bateria é
retirada e trocada por uma chave fechada, restando apenas o capacitor em série com resistor. Carga maxima € de
100uC.

Q ,do_ e  de_ -1 4aQ _
RC + dt 0- (5k)(100,04F) + dat 0-2(7)Q+ dr 0 (44)
Q(0) =¢.C=1V.100uF = 100puC (45)




Problema 3: Um resistor de 160Q2 é conectado em série a um indutor de indutancia 69 mH e uma bateria de
12V.

£ (B) _di_ gL 2V i(leoQ) _di_ g (4—x103) (é) _ (160x103) (s~1) — a_ (46)

L) ar 6omH  \69mH 69 dat

i(0) = (47)

Problema 4: Ap6s um longo periodo de tempo, indutor do “Problema 3” atingiu a sua corrente maxima, a
bateria € retirada e trocada por uma chave fechada, restando somente o indutor e o resistor. Corrente maxima de
75mA.

. (R di _ . (160Q di o . (160x103%\ . gy | di _

1(E) E_O_)l(sgmﬂ)+dt_0_>l( 69 )(S )+ =0 (48)
'0)—8—12V—75A (49)
0 =g =100 = 7>

3.2 Algoritmos

A sequir, serdo apresentados pseudo-algoritmos dos métodos numéricos de Euler, Heun e Runge-Kutta.

Algoritmo 1 - Método de Euler

Declare

1- f (EDO dos problemas em funcéo da carga ou corrente )
2 - fonaiitica (Solucéo analitica em fungéo do tempo)

3- ¢t (tempo inicial)

4- tf (tempo final)

5- qoouiy (carga ou corrente inicial, respectivamente)
6- n (nimero de reparticdes)

7- h (valor do passo)

8- p (contador)

9- v() (vetor com os valores das cargas ou corrente)
10- tQ (vetor com os valores do tempo)

11- EA (Erro Médio absoluto)

12- ER (Erro Médio relativo)

Inicializar valores

13-p < 2
14 - v(1) < q(0) para o capacitor ou i(0) para o indutor
15-p =0

n

16-t(1) < ¢t
Caélculo do método

18 - Enquantop <n + 2 faga

19 - v(k) = v(k —1) + h* (f(v(k — 1)));
20 - t)=tlp - +h
21- pr=p+1

22 - Fim Enquanto
Calculo dos Erros e plotagem dos gréficos

23 - Calcule e Mostre EA e ER
24 - Plot f e fanall’tica

No método de Euler, os parametros que compde os vetores t() e v(), bem como o passo h, sdo inicializados
(linha 13 até 16) e logo em seguida, dentro do lago (linha 18 até 22), é calculado iterativamente os valores do
tempo t(), a EDO f e os pardmetros da fungéo aproximada v() que compdem o método propriamente dito. A cada
repeticdo, o tempo € acrescido do passo h e armazenado em &() até que seja atingido o tempo final ¢;. Os vetores
t) e v() sdo utilizados para plotar os graficos e para calcular o Erro Médio Absoluto e o
Erro Médio Relativo (linhas 23 e 24). Todos esses procedimentos sdo repetidos para cada valor n de
reparticoes.
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Algoritmo 2 - Método de Heun

Declare

1- f (EDO dos problemas em funcéo da carga ou corrente )
2 - fonaiitica (Solugéo analitica em fungéo do tempo)

3- ¢t (tempo inicial)

4- tp (tempo final)

5- gqoouiy (carga ou corrente inicial, respectivamente)
6- n (nimero de reparticdes)

7- h (valor do passo)

8- p (contador)

9- k1,k2,k (inclinagdes das retas do método)

10 - v() (vetor com os valores das cargas ou corrente)
11-tQ (vetor com os valores do tempo)

12- EA (Erro Médio absoluto)

13- ER (Erro Médio relativo)

Inicializar valores

14-p < 2
15 - v(1) < q(0) para o capacitor ou i(0) para o indutor
16- h=4"

n
17-t(1) < ¢t

Calculo do método

18 - Enquanto p < n+ 2 faca

19- kl=fw(p-1);

20 - k2=fwp—-1)+klxh);
21- k= (k1+k2)/2;

22- w(p)=v(p-1)+ (k*h)
23 - tp)=tlp—1)+h;

24 - p=p+1

25 - Fim Enquanto
Caélculo dos Erros e plotagem dos graficos

26 - Calcule e Mostre EA e ER
27 - PIOtf € fanalitica

No método de Heun, os pardmetros que compde os vetores t() e v(), bem como o passo h, sdo inicializados
(linha 14 até 17) e logo em seguida, dentro do lago (linha 18 até 25), é calculado iterativamente os valores do
tempo t(), a EDO f, a inclinacdo k como a média aritmética entre k1 e k2, bem como os parametros da funcao
aproximada v() que compdem o método propriamente dito. A cada repeti¢do, o tempo é acrescido do passo h e
armazenado em () até que seja atingido o tempo final ¢. Os vetores ¢() e v() sdo utilizados para plotar os graficos
e para calcular 0 Erro Médio Absoluto e o Erro Médio Relativo (linhas 26 e 27). Todos esses

procedimentos séo repetidos para cada valor n de repartigdes.
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Declare

1- f

2+ fanaitica
3- ¢t

4- ¢

5- qoouliy
6- n

7- h

8- p

9- k1, k2, k3,kdek
10- v()
11-tQ

12- EA

13- ER

Inicializar valores
14-p <2

16- h="1"%
n
17-t) < t

Célculo do método

27 - Fim Enquanto

29 - Plot f e fanalitica

18 - Enquanto p < n+ 2 faca

28 - Calcule e Mostre EA e ER

Algoritmo 3 - Método de Runge-Kutta

(EDO dos problemas em fungéo da carga ou corrente )
(Solugéo analitica em fungéo do tempo)
(tempo inicial)

(tempo final)

(carga ou corrente inicial, respectivamente)
(ntmero de reparticoes)

(valor do passo)

(contador)

(inclinagBes das retas do método)

(vetor com os valores das cargas ou corrente)
(vetor com os valores do tempo)

(Erro Médio absoluto)

(Erro Médio relativo)

15 - (1) <q(0) para o capacitor ou i(0) para o indutor

19-  klcfw(p - D);
20 - k2« f(v(p — 1) + k1 h/2);
21- k3< f(v(p — 1) + k2 x h/2);

22 - k4< f(v(p — 1) + k3 * h);

23- k<kl+2%k2+2xk3+k4)/6;
24 - v(p) cv(p—1)+k*h;

25- t)<tp—-D+h

26 - pep+1;

Caélculo dos Erros e plotagem dos graficos

No método de Runge-Kutta, os pardmetros que compde os vetores t() e v(), bem como o passo h, sdo
inicializados (linha 14 até 17) e logo em seguida, dentro do lago (linha 18 até 27), é calculado iterativamente os
valores do tempo t(), a EDO f, a inclinagdo k como a média ponderada entre k1, k2, k3, k4, bem como 0s
pardmetros da fungdo aproximada v() que compdem o método propriamente dito. A cada repeticdo, o tempo é
acrescido do passo h e armazenado em t() até que seja atingido o tempo final ¢;. Os vetores t() e v() sdo utilizados
para plotar os gréficos e para calcular 0 Erro Médio Absoluto e 0 Erro Médio Relativo (linhas 28 e 29).
Todos esses procedimentos sao repetidos para cada valor n de reparticGes.

4. RESULTADOS E DISCUSSOES

4.1. Problema 1

A solucéo analitica é, de acordo com [6]:

t _ t
Q(t) = Q(l — e_ﬁ> =Ce¢ <1 —e (5k)(100'0l1)) =
(100,0p)(1)(1 — e~H/GRE000WY = 100p(1 — e72F)

(50)

Os resultados calculados a partir dos métodos numéricos estdo mostrados a seguir na forma de graficos (Figuras

11,12 e 13) e na Tabela 1.

Erro Médio Absoluto (C)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0,2 2,49x10°8 4,35x10°7 3,49x10°°
200 0,02 2,49x10”7 3,40x10° 2,73x10°%°
2000 0,002 2,49x10°8 3,33x10 2,66x10°Y7
20000 0,0002 2,50x10°° 3,32x10°%3 8,26x10%°

Erro Médio Relativo (%)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0,2 1,25x10° 2,08x10°2 1,66x10*
200 0,02 1,24x10°° 1,70x10° 1,36x10°
2000 0,002 1,24x10° 1,67x10° 1,33x10%
20000 0,0002 1,25x107 1,66x10°! 4,13x10"

Tabela 1 — Resultados do Problema 1. [Fonte Autoral]
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Graficamente:
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Figura 13- Gréafico do método de Runge-Kutta do Problema 1. [Fonte autoral]

Observa-se que, de acordo com os graficos e tabelas expostos acima, para um mesmo passo h, 0s métodos
obtiveram erros diferentes, mostrando a diferenca na eficacia de cada um, ainda que graficamente as curvas
parecam indistinguiveis. O grafico que mais se destoou dos demais foi o referente ao método de Heun para n =
20. Também os erros no método de Euler de n = 20 para n = 200 obtiveram uma reducdo, porém, para n =
2000, o erro obtido foi similar ao do n = 20, todavia, paran = 20000, o resultado foi menor que os demais. Um
dos motivos que pode justificar tal comportamento é o fato de que os métodos se baseiam em valores anteriores
para encontrar pontos ulteriores, desse modo, a utilizacéo de poucas reparticdes pode gerar curvas mais destoantes.
Além disso, ao se refinar ainda mais 0 passo, ou seja, aumentar o nimero de repartigdes, é possivel notar que os
Erros tendem a diminuir e que a fungdo obtida numericamente se aproxima da analitica.

Apesar de que 0 método de Runge-Kutta apresentou Erros menores que 0s demais, houve um acontecimento
que merece destaque: os Erros referentes ao método de Heun foram maiores que o do método de Euler paran =
20. Entretanto, para os valores de n maiores que 20, a tendéncia foi de que o método de Heun se aproximasse
mais da solucdo analitica frente ao método de Euler, que é o esperado.

4.2. Problema 2
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A solucdo analitica é, de acordo com [6]:

Q(6) = Qo (¢77) = C & (e T ) = (100,0)(1)(e~/FOUM) = 100u(e~) (51)

Os resultados calculados a partir dos métodos numéricos estdo mostrados a seguir na forma de graficos (Figuras
14, 15 e 16) e na Tabela 2.

Erro Médio Absoluto (C)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0,25 2,58x10°° 5,96x10 7,39x10°
200 0,025 2,50x10”7 4,30x10°° 5,40x10°%°

2000 0,0025 2,50x10°8 4,18x101* 5,22x10°Y7
20000 0,00025 2,50x10°° 4,16x108 5,20x10%°
Erro Médio Relativo (%)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0,25 1,27x10! 2,83x10 3,52x10
200 0,025 1,25x10° 2,14x10° 2,69x10°

2000 0,0025 1,25x10° 2,09x10°8 2,61x10°
20000 0,00025 1,25x107 2,08x10% 2,60x10%7
Tabela 2 — Resultados do Problema 2. [Fonte Autoral]
Graficamente:
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Problema 2. [Fonte autoral]

Figura 15— Grafico do método de Heun do Problema
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Figura 16 — Grafico do método de Runge-Kutta do Problema 2. [Fonte autoral]
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Observa-se que, de acordo com os gréaficos e tabelas expostos acima, para um mesmo passo h, os métodos
obtiveram erros diferentes, mostrando a diferencga na eficacia de cada um, ainda que graficamente a maioria das
curvas paregam indistinguiveis. Os graficos que mais se destoaram dos demais foram os referentes aos métodos
de Heun e Euler para n = 20. Um dos motivos que pode justificar tal comportamento é o fato de que os métodos
se baseiam em valores anteriores para encontrar pontos ulteriores, desse modo, a utilizagdo de poucas reparti¢oes
pode gerar curvas mais destoantes. Além disso, ao se refinar ainda mais o passo, ou seja, aumentar o ndmero de
reparticGes, é possivel notar que os Erros tendem a diminuir e que a fungdo obtida numericamente se aproxima
da analitica.

O método de Runge-Kutta apresentou os menores Erros, seguido de Heun e Euler, respectivamente.

4.3. Problema 3
A solucdo analitica é, de acordo com [6]:

i(t) = %(1 - e_(g)t) = £(1 - e‘(%?l)t) ~ 0,075(1 — e~(2320)1) (52)

160

Os resultados calculados a partir dos métodos numéricos estdo mostrados a seguir na forma de graficos (Figuras
17,18 € 19) e na Tabela 3.

Erro Médio Absoluto (A)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0.0001 1,88x10° 2,71x10* 1,65x10°°
200 0.00001 1,86x10* 2,20x10° 1,34x10°%0
2000 0.000001 1,86x10° 2,16x10°% 1,30x10°%
20000 0.0000001 1,86x10°° 2,16x10%° 8,95x10°1¢

Erro Médio Relativo (%)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0.0001 1,20x10°* 1,72x1072 1,05x10*
200 0.00001 1,27x10° 1,46x10° 8,88x10%0
2000 0.000001 1,24x10°° 1,44x10°® 8,68x10°%%
20000 0.0000001 1,24x10°7 1,44x10°1 5,98x10°Y7

Tabela 3 — Resultados do Problema 3. [Fonte autoral]

Graficamente:
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Indutar Caso 1 (Métoda de Runge-Kutta)
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Figura 19 — Grafico do método de Runge-Kutta do Problema 3. [Fonte autoral]

Observa-se que, de acordo com os graficos e tabelas expostos acima, para um mesmo passo h, 0s métodos
obtiveram erros diferentes, mostrando a diferenca na eficacia de cada um, ainda que graficamente a maioria das
curvas parecam indistinguiveis. O gréfico que mais se destoou dos demais foi o referente ao método de Euler para
n = 20. Um dos motivos que pode justificar tal comportamento é o fato de que os métodos se baseiam em valores
anteriores para encontrar pontos ulteriores, desse modo, a utilizacéo de poucas reparticdes pode gerar curvas mais
destoantes. Além disso, ao se refinar ainda mais o passo, ou seja, aumentar 0 nimero de reparticdes, é possivel
notar que os Erros tendem a diminuir e que a fungdo obtida numericamente se aproxima da analitica.

O método de Runge-Kutta apresentou os menores Erros, seguido de Heun e Euler, respectivamente.

4.4. Problema 4

A solucéo analitica é, de acordo com [6]:

i©=S@y= 2

160

(e'(%)t) ~ 0,075 (e~ 2320)t)

(53)

Os resultados calculados a partir dos métodos numéricos estdo mostrados a seguir na forma de graficos (Figuras

20, 21 e 22) e na Tabela 4.

Erro Médio Absoluto (A)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0.0001 1,88x10° 2,71x10* 1,65x10°
200 0.00001 1,86x10* 2,20x10® 1,34x10%0
2000 0.000001 1,86x10° 2,16x10°8 1,30x10%
20000 0.0000001 1,86x10° 2,16x10%0 9,03x10°%6

Erro Médio Relativo (%)

n h Euler Heun Runge-Kutta
20 0.0001 1,20x10! 1,72x101 1,05x10*
200 0.00001 1,23x10° 1,46x10° 8,87x10%0
2000 0.000001 1,24x10° 1,44x10°® 8,67x10%°
20000 0.0000001 1,24x107 1,44x10"1 6,02x10°Y7

Tabela 4 — Resultados do Problema 4. [Fonte Autoral]
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Graficamente:
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Figura 20 — Grafico do método de Euler do Problema  Figura 21 — Grafico do método de Heun do Problema
4. [Fonte autoral] 4. [Fonte autoral]

Indutor Caso 2 (Método de Runge-Kutta)

007 _——— - n=20
—_—— - a-m

0.08

0.05 \ )

0.04~ \

003 \
002 o \

0,01 \

o ——

Conente (A}

T T T T T T
0 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035
Tempa (s)

Figura 22 — Grafico do método de Runge-Kutta do Problema 4. [Fonte autoral]

Observa-se que, de acordo com os graficos e tabelas expostos acima, para um mesmo passo h, 0s métodos
obtiveram erros diferentes, mostrando a diferenca na eficacia de cada um, ainda que graficamente a maioria das
curvas paregam indistinguiveis. Os graficos que mais se destoaram dos demais foram os referentes aos métodos
de Heun e Euler paran = 20, o primeiro contendo pontos mais discrepantes das demais curvas com n's maiores,
e 0 segundo com pontos levemente discrepantes. Um dos motivos que pode justificar tal comportamento é o fato
de que os métodos se baseiam em valores anteriores para encontrar pontos ulteriores, desse modo, a utilizacao de
poucas reparticdes pode gerar curvas mais destoantes. Além disso, ao se refinar ainda mais 0 passo, ou seja,
aumentar o ndmero de reparti¢des, € possivel notar que os Erros tendem a diminuir e que a funcéo obtida
numericamente se aproxima da analitica.

O método de Runge-Kutta apresentou os menores Erros, seguido de Heun e Euler, respectivamente.

5. CONCLUSOES

Destarte, a partir da comparacdo da solucdo analitica e a utilizagdo dos métodos numéricos para resolugdo de
EDOs aplicados aos circuitos RC e RL , é notério que o0 método numérico que se mostrou mais préximo do método
analitico no quesito menor Erro Médio Absoluto e menor Erro Médio Relativo para valores pequenos de
h, foi 0 de Runge-Kutta, seguido do método de Heun e do de Euler, respectivamente. Esse fato, de certo modo, é
esperado, tendo em vista que a propria construcdo desses métodos considera critérios diferentes. O método de
Euler utiliza a expansdo de Taylor de ordem 1 e admite que a inclinacéo da fungdo em um ponto vale por todo o
intervalo h para estimar um ponto seguinte, ja o de Heun realiza uma média aritmética entre duas inclinagdes para
realizar essa estimativa, enquanto que Runge-Kutta, por sua vez, faz uso da expansao de Taylor de ordem 4, o0 que
tende a oferecer mais eficiéncia no que se refere a se aproximar da funcgéo analitica.

Um cenario de testes que merece destaque é o caso do problema 1, com n = 20, no qual o método de Heun
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resultou em erros médios maiores que o método de Euler e também paran = 20 e n = 2000 no mesmo método,
onde os valores dos erros foram similares. Este cenario provavelmente ocorreu devido ao comportamento
particular da curva nos pontos discretizados, ou por erros numéricos (arredondamento, truncamento, representacao
numérica, capacidade computacional) que acabaram por favorecer o método de Euler. Ressalta-se que ao aumentar
a discretizacdo de pontos, a tendéncia esperada se confirmou com o método de Heun que obteve um desempenho
superior ao de Euler.

Por fim, no decorrer destes dois Ultimos anos foi feito esse trabalho. Através dele foi possivel agugar
determinados conhecimentos acerca do funcionamento e da eficacia dos métodos numéricos para resolucdo de
EDOs. Ademais, a partir dos conhecimentos adquiridos, torna-se propicio uma retomada futura da linha de
pesquisa de modo a se trabalhar tanto com demais problemas inerentes ao ramo da Eletricidade (Como EDOs de
segunda ordem, por exemplo), quanto, com métodos numéricos distintos.
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assim constituida por trés membros. Prof. Matheus da Silva Menezes, presidente da banca e
orientador do Trabalho de Conclusdo de Curso; Prof. Dr. Stefeson Bezerra de Melo e Prof Dr.
Taciano Amaral Sorrentino, como membros. Concluida a defesa, procedeu-se o julgamento pelos
membros da banca examinadora, tendo o aluno obtido o status APROVADO. E para constar, eu,
Matheus da Silva Menezes, lavrei a presente ata que, apos lida € aprovada pelos membros da
banca examinadora, sera assinada por todos.

Mossoro, 07 de maio de 2021.

Assinatura dos membros da Banca Examinadora.
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