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RESUMO

Durante o desenvolvimento da aprendizagem Ø possível abordar mØtodos diversos
para alcançar os objetivos esperados nos estudos. O deferido trabalho busca a ideia
de unir as disciplinas de `lgebra Linear e Programaçªo para aprimorar a maneira de
aprender, dessa forma foi adotado o conceito da interdisciplinaridade, que busca a uni-
�caçªo de disciplinas com a intençªo de ajudar no desenvolvimento uma da outra. O
estudo a seguir possui como objetivo apresentar ao leitor, de maneira didÆtica, como
utilizar a linguagem Python para solucionar problemas de `lgebra Linear que envolvam
os conceitos, de�niçıes de matrizes e suas operaçıes, para que em seguida possam
ser realizadas aplicaçıes na Engenharia. Inicialmente Ø dada a de�niçªo de matrizes,
para que em seguida seja de�nida as operaçıes (soma, subtraçªo e multiplicaçªo),
utilizando Python serªo estruturados algoritmos com base nas de�niçıes, conceitos
e propriedades das operaçıes. O mesmo Ø realizado para matriz transposta, anti-
simØtrica, simØtrica e inversa de modo que ao desenvolver os algoritmos nªo seja
necessÆrio nenhuma restriçªo no código, uma vez que o leitor terÆ os devidos conhe-
cimentos para implementÆ-lo. O determinante Ø introduzido na anÆlise de sistemas de
equaçıes lineares, veri�cando se os mesmos possuem soluçªo, in�nitas soluçıes ou
nªo apresente nenhuma, e caso o sistema possua soluçªo œnica Ø aplicado o mØtodo
da eliminaçªo de Gauss para solucionar as equaçıes. Como esse projeto estÆ voltado
para iniciantes em Python, a metodologia busca desde a instalaçªo do Python 3 atØ a
execuçªo de um algoritmo na IDE PyCharm, que foi escolhida por possuir fÆcil acesso,
ser um software gratuito e apresentar uma interface limpa.

Palavras-chaves: Interdisciplinaridade. Python. Matriz. Operaçıes. Algoritmo.



ABSTRACT

During the development of learning, it is possible to approach different methods to
achieve the expected objectives in the studies. This work seeks the idea of uniting
the disciplines of Linear Algebra and Programming to improve the way of learning. In
this way, the concept of interdisciplinarity was adopted, which seeks to unify disciplines
with the intention of helping each other to develop. The following study aims to show
the reader, in a didactic way, how to use the Python language to solve Linear Algebra
problems involving the concepts, de�nitions of matrices and their operations, so that
applications can then be carried out in Engineering. Initially, the de�nition of matrices is
given, so that the operations (addition, subtraction and multiplication) are then de�ned.
Using Python, algorithms will be structured based on the de�nitions, concepts and pro-
perties of the operations. The same is done for transposed, anti-symmetric, symmetric
and inverse matrix so that when developing the algorithms no restriction in the code is
necessary, since the reader will have the necessary knowledge to implement it. The
determinant is introduced in the analysis of systems of linear equations, checking if
they have a solution, in�nite solutions or none, and if the system has a single solution,
the Gauss elimination method is applied to solve the equations. As this project is ai-
med at Python beginners, the methodology seeks from the installation of Python 3 to
the execution of an algorithm in the PyCharm IDE, which was chosen because of its
easy access, being free software and presenting a clean interface.

Keywords: Interdisciplinarity. Python. Matrix. Operations. Algorithm.
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1 INTRODU˙ˆO

Na sociedade atual, as Universidades tem necessidade de dar Œnfase à questªo

da interdisciplinaridade. Tradicionalmente os alunos tendem a aprender disciplinadas

separadas, ou seja, sem fazer a interligaçªo de determinados conteœdos para apri-

morar o conhecimento ou atØ mesmo otimizar uma determinada atividade no âmbito

acadŒmico ou pro�ssional. Sendo assim, a idØia de aprender se torna limitada ao

conhecimento individual de determinada disciplina, fazendo com que o aluno se torne

refØm desse modo de aprendizagem, realizando processos trabalhosos para que a

atividade ou o problema seja solucionado de maneira mais complicada.

De acordo com Guimarªes (2016), a interdisciplinaridade se apresenta como a

inserçªo de mØtodos de cooperaçªo entre as disciplinas e outras atividades educaci-

onais, visando o combate à fragmentaçªo do conhecimento, uma vez que, limitada a

forma de adquirir conhecimento o estudante realiza processos mais trabalhosos para

se encontrar as soluçıes desejadas ou deixa de absorver o conhecimento de forma

mais pratica. Sendo assim, nesse trabalho serÆ abordado a idØia de aprender de modo

interdisciplinar utilizando duas disciplinas, `lgebra Linear e a Linguagem de Progra-

maçªo, com o intuito de solucionar e otimizar problemas ou atividades que envolvam

matrizes, alØm de realizar aplicaçıes no campo da engenharia.

No decorrer do desse trabalho, tŒm-se que na seçªo 2 Ø mostrado como instalar e

executar tanto o Python quanto o Ambiente de Desenvolvimento Integrado PyCharm.

Na seçªo 3 Ø mostrado os tipos de matrizes, em seguida Ø dada as operaçıes com

matrizes e como inseri-las em Python, bem como desenvolver códigos que realizem

as operaçıes. Na seçªo 5 Ø dada a de�niçªo de matriz transposta e criado o código

para que, dada uma matriz sua transposta seja exibida. Na seçªo 6 Ø dada a de�niçªo

de determinante, mostrado os mØtodos de se calcular o determinante de uma matriz

quadrada e desenvolvido o algoritmo utilizando o mØtodo de Laplace para encontrar o

nœmero associado a uma dada matriz de ordem n. Na seçªo 7 Ø dada a de�niçªo de

matriz simØtrica e anti-simØtrica para que em seguida seja desenvolvido o algoritmo

que identi�que em qual desses dois tipos se enquadra uma dada matriz. Na seçªo 8

Ø dada a de�niçªo de matriz inversa e em seguida utilizando a biblioteca NumPy serÆ

criado um código que calcule a inversa de uma dada matriz. Na seçªo 9 Ø dada a
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de�niçªo de sistemas de equaçıes lineares, como classi�cÆ-los e utilizada a notaçªo

matricial para encontrar a soluçªo de um dado sistema de equaçıes lineares. Ainda

na seçªo 9 Ø desenvolvido um algoritmo que utiliza substituiçıes e o mØtodo da eli-

minaçªo de Gauss para encontrar o vetor soluçªo de um dado sistema de equaçıes

lineares. Por �m, Ø mostrada uma aplicaçªo no campo da engenharia utilizando a no-

taçªo matricial num sistemas de equaçıes, onde, para encontrar a soluçªo Ø utilizado

o algoritmo das substituiçıes e eliminaçªo de Gauss desenvolvido.

Tendo em vista que existem inœmeros softwares que envolvem linguagem de pro-

gramaçªo, nesse trabalho serÆ utilizada a linguagem Python. A linguagem de progra-

maçªo Python, nos œltimos anos vem sendo cada vez mais utilizada, uma vez que a

mesma apresenta uma linguagem de programaçªo simples e de fÆcil compreensªo,

alØm do próprio software ser leve e possuir fÆcil manuseio, podendo ser utilizado atØ

mesmo pelo celular.

Para o referido trabalho serÆ dada as de�niçıes e conceitos de matrizes para que

em seguida utilizando a lógica em programaçªo as matrizes possam ser inseridas em

Python. SerÆ desenvolvido códigos que realizem operaçıes com matrizes e possam

ser utilizados no dia a dia para solucionar problemas de modo rÆpido e e�caz. O ob-

jetivo geral do projeto Ø que o aluno utilize a interdisciplinaridade para desenvolver

e aprimorar a maneira de adquirir conhecimento e solucionar problemas e o objetivo

especi�co de trabalho Ø que o estudante compreenda as disciplinas de `lgebra Li-

near e Linguagem de programaçªo, de modo que uma auxilie no desenvolvimento do

conhecimento da outra.

2 METODOLOGIA ABORDADA

2.1 Python e `lgebra Linear

Este trabalho busca a interaçªo de duas disciplinas, `lgebra Linear e Linguagem

de Programaçªo, com a intençªo de compreender uma com o apoio da outra. Python

foi escolhido por ser um Software gratuito e que estÆ disponível em diversas platafor-

mas, com fÆcil manuseio, por possuir uma sintaxe simples atØ mesmo para iniciantes.

Python possibilita um fÆcil entendimento por parte do usuÆrio, apresenta um desenvol-
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vimento rÆpido em aplicaçıes alØm de possuir disponibilidade de bibliotecas aos usuÆ-

rios, as quais sªo soluçıes padronizadas para diversos problemas cotidianos (BANIN,

2018). o papel da Linguagem de Programaçªo em Python Ø desenvolver algoritmos

que otimizem o cotidiano de seus usuÆrios, sem que o indivíduo seja obrigado a fazer

vÆrias etapas para solucionar seus problemas.

O conteœdo abordado irÆ tratar especi�camente de problemas que envolvam matri-

zes, buscarÆ desde a compreensªo dos conceitos de matrizes atØ aplicaçıes que as

envolvam, mas para que isso ocorra Ø necessÆrio fazer o download e a instalaçªo do

Software, Python.

2.2 Instalaçªo do Python e a IDE PyCharm

Para esse trabalho serÆ apenas explicitado a instalaçªo para o Windows, uma vez

que, para os usuÆrios Linux e Mac OS o Python jÆ estÆ prØ-instalado.

1° Passo: Digitar no navegador Python.org, em seguida clicar no botªo Enter,

logo após irÆ aparecer o pÆgina do site, como na �gura abaixo.

Figura 1: Site o�cial do Python.

Fonte: Autoria própria (2021).

2° Passo: Passar o cursor do mouse no nome Downloads e em seguida selecionar

a opçªo Windows.
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Figura 2: Download para Windows.

Fonte: Autoria própria (2021).

3° Passo: Após clicar em Windows, serÆ aberta uma pÆgina onde estarÆ disponí-

vel vÆrias versıes para download e mais acima da pÆgina estarÆ as opçıes de Python

2 e Python 3. Para esse trabalho serÆ feito o download da versªo mais atualizada de

Python 3.

Figura 3: Versıes Python.

Fonte: Autoria própria (2021).

4° Passo: Após selecionar a versªo mais atual do Python 3, serÆ aberta uma

pÆgina onde estarÆ as opçıes para fazer o download de acordo com as con�guraçıes

do seu notebook ou computador. Veri�que nas con�guraçıes do seu aparelho se o

sistema operacional Ø de 64 bits ou 32 bits, no caso serÆ feito o download para o

sistema operacional de 64 bits.
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Figura 4: Dowload Python 3.

Fonte: Autoria própria (2021).

5° Passo: Após selecionar a opçªo anterior, serÆ feito o download do Python 3.

Quando o download estiver totalmente concluído, clique no arquivo com o botªo direito

e depois em Abrir. Em seguida selecionar as duas opçıes, após essa seleçªo clicar

em Install Now.

Figura 5: Instalaçªo Python 3.

Fonte: Autoria própria (2021).

6° Passo: Ao clicar em Install Now, serÆ pedida a autorizaçªo para fazer a insta-

laçªo, selecionar a opçªo Sim. Após a autorizaçªo serÆ feita a instalaçªo.

Figura 6: Fim da instalaçªo do Python 3.

Fonte: Autoria própria (2021).
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Finalizada a Instalaçªo recomenda-se clicar na opçªo Disable path length limit, a

qual �ca a cargo do usuÆrio se deseja desabilitar ou nªo, em seguida clicar em Close.

Ao concluir o passo a passo, estarÆ instalado no Windows o Python 3 e o IDLE.

O IDLE Ø um Ambiente de Desenvolvimento Integrado do Python, nesse ambiente Ø

possível utilizar o modo interativo e todas as instruçıes do Python, ou seja, testar as

instruçıes sem que seja necessÆrio desenvolver um programa.

Veri�cando se o IDLE foi instalado adequadamente, clique em Iniciar em seguida

localize a pasta Python, ao abrir a pasta localize o IDLE, que deve possuir tal aparŒn-

cia.

Figura 7: Interpretador Python 3.

Fonte: Autoria própria (2021).

O IDLE Ø bem simples de ser trabalhado e serÆ utilizado apenas para veri�car

operaçıes e testar instruçıes.

Agora, serÆ realizada a instalaçªo da IDE, um Ambiente de Desenvolvimento In-

tegrado no qual estarÆ disponível todas as ferramentas para desenvolver, efetuar e

solucionar problemas. Existem vÆrias IDEs e �ca a critØrio do leitor qual escolher para

realizar a instalaçªo.

� Spyder

� PyCharm

� Thonny

� Atom

� Jupyter Notebook

Para esse projeto serÆ utilizada o PyCharm por possuir uma interface simples,

limpa, personalizÆvel e ser uma ótima IDE para iniciantes em Python.
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1° Passo: Abrir o navegador e pesquisar o site o�cial do indexPyCharmPyCharm

(jetbrains.com/pt-br/pycharm/), em seguida clicar no ícone Baixar. Logo após serÆ

aberta uma pÆgina com duas opçıes de efetuar o download. A versªo a ser baixada

Ø a Community, pois Ø gratuita.

2° Passo: Assim que o download estiver concluído, clicar em cima do arquivo com

o botªo direito do mouse e em seguida Abrir. Após abrir o aplicativo Ø possível que

o dispositivo peça permissªo para ser utilizado. Caso o dispositivo peça permissªo

clicar em Sim, ao aceitar a permissªo de usar o aplicativo deve aparecer a seguinte

guia.

Figura 8: Instalaçªo PyCharm.

Fonte: Autoria própria (2021).

3° Passo: Clicar em Next, em seguida serÆ pedido o local para realizar a instalaçªo,

clicar em Next novamente.

Figura 9: Passos para instalaçªo do PyCharm.

Fonte: Autoria própria (2021).
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4° Passo: SerÆ selecionada a opçªo de 32 bits ou 64 bits, essa opçªo serÆ selecio-

nada de acordo com o sistema operacional disponível, alØm disso deve-se selecionar

a opçªo de criar arquivos .py, em seguida clicar em Next e depois em Install.

Figura 10: Con�guraçıes do PyCharm.

Fonte: Autoria própria (2021).

5° Passo: Finalizada a instalaçªo, selecionar a opçªo Run PyCharm Community

Edition e em seguida clicar em Finish

Figura 11: Fim da instalaçªo do PyCharm.

Fonte: Autoria própria (2021).

Finalizado o passo a passo, basta apenas aceitar os termos de uso do PyCharm e

selecionar a opçªo que deseja ou nªo ajudar a empresa desenvolvedora do Software,

após isso o aplicativo irÆ ser aberto.
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2.3 Execuçªo do PyCharm

Ao abrir o PyCharm deve-se criar um novo projeto, e em seguida o nomear. Após

escolher o local para salvar o projeto, desmarcar a opçªo Create a main.py welcome

script e em seguida clicar em Create.

Figura 12: Criando projeto no PyCharm.

Fonte: Autoria própria (2021).

Logo após clicar em Close. Para que o leitor possa desenvolver atividades Ø ne-

cessÆrio criar um ou mais arquivos. Sendo assim, o usuÆrio deve clicar em File e em

seguida New...

Figura 13: Criando arquivo.

Fonte: Autoria própria (2021).
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Em seguida clicar em Python File, ao clicar serÆ aberta uma pequena pÆgina para

inserir o nome do arquivo e para que o arquivo seja salvo e começe a ser utilizado

basta clicar em Enter.

Figura 14: Nomeando o arquivo.

Fonte: Autoria própria (2021).

Finalizado a criaçªo do arquivo, o PyCharm estÆ pronto para criar os códigos.

Para executar o código deve-se clicar em cima do arquivo criado com o botªo direito

do mouse em em seguida clicar em Run.

Figura 15: Run’teste001’.

Fonte: Autoria própria (2021).

Outra opçªo para realizar o desenvolvimento de códigos Ø o Google Colab (co-

lab.research. google.com), o qual basta apenas o usuÆrio possuir uma conta no Goo-

gle para poder utilizÆ-lo.
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Figura 16: Ambiente Colaboratory.

Fonte: Autoria própria (2021).

3 MATRIZES

3.1 De�niçªo de Matriz

De acordo com Steinbruch (1987) uma matriz equivale a uma tabela disposta em

linhas e colunas. A ordem da matriz Ø a quantidade destas linhas e colunas, uma

tabela com m linhas e n colunas terÆ ordem m por n (m�n). A representaçªo de cada

elemento da matriz Ø dada por aij, onde i indica a linha e j indica a coluna em que o

elemento se encontra. Para uma matriz m� n temos a seguinte representaçªo:

A =

2

66666664

a11 a12 a13 a14 � � � a1n
a21 a22 a23 a24 � � � a2n
a31 a32 a33 a34 � � � a3n
a41 a42 a43 a44 � � � a4n
...

...
...

... . . . ...
am1 am2 am3 am4 � � � amn

3

77777775

:

Os elementos presentes na matriz A podem ser nœmeros, funçıes, polinômios

entre outros e como dito anteriormente, a representaçªo dos elementos de uma matriz

Ø dada por aij, para que o leitor entenda melhor essa nomenclatura serÆ analisado a

posiçªo de alguns elementos na matriz A.

O elemento a12: os índices indicam que ele se encontra na linha 1 e coluna 2.
O elemento a24: os índices indicam que ele se encontra na linha 2 e coluna 4.
O elemento a43: os índices indicam que ele se encontra na linha 4 e coluna 3.

Tem-se que a matriz A pode ser representada de forma abreviada por A = [Aij],
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onde i estÆ variando de 1 atØ m e j estÆ variando de 1 atØ n. A matriz A pode ser escrita

como A(m;n), onde m indica a quantidade de linhas e n a quantidade de colunas. Logo

para uma matriz B(2;3), temos o seguinte:

B =
�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�
:

3.2 Matriz Linha e Coluna

Uma matriz linha apresenta uma ordem 1� n, onde n irÆ variar de 1 atØ n, logo:

A =
h
a11 a12 a13 a14 � � � a1n

i
:

. Uma matriz coluna apresenta uma ordem m� 1, onde m irÆ variar de 1 atØ m, logo:

B =

2

66666664

a11
a21
a31
a41
...
am1

3

77777775

:

3.3 Matriz Retangular

Uma matriz retangular possui ordem m� n, onde m 6= n, dessa forma um exemplo

de matriz retangular A(4;3):

A =

2

664

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33
a41 a42 a43

3

775 :

3.4 Matriz Quadrada

Uma matriz quadrada possui ordem n � n, assim pode-se dizer apenas matriz de

ordem n.
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A =

2

66666664

a11 a12 a13 a14 � � � a1n
a21 a22 a23 a24 � � � a2n
a31 a32 a33 a34 � � � a3n
a41 a42 a43 a44 � � � a4n
...

...
...

... . . . ...
an1 an2 an3 an4 � � � ann

3

77777775

:

Uma matriz quadrada apresenta uma diagonal principal, que sªo os elementos aij

em que i = j. Assim, temos que os elementos da diagonal principal em uma matriz

n� n sªo:

a11, a22, a33, a44, : : : , ann.

Uma matriz quadrada A = [aij], tambØm apresenta uma diagonal secundÆria, onde

os elementos que constituem a diagonal secundÆria em uma matriz quadrada de or-

dem n� n, sªo aqueles em que i+ j = n+ 1, ou seja:

a1 n, a2 n�1, a3 n�2, a4 n�3, : : : , an 1.

3.5 Matriz Diagonal e Escalar

Uma matriz quadrada A = [aij] em que os elementos aij sªo iguais a zero para

i 6= j, Ø chamada de matriz diagonal.

A =

2

66666664

a11 0 0 0 � � � 0
0 a22 0 0 � � � 0
0 0 a33 0 � � � 0
0 0 0 a44 � � � 0
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 � � � ann

3

77777775

:

Uma matriz escalar B = [bij] consiste numa matriz quadrada, na qual os elementos

aij sªo iguais. Um exemplo Ø a matriz escalar B(4�4) abaixo:

B =

2

664

7 0 0 0
0 7 0 0
0 0 7 0
0 0 0 7

3

775 :

3.6 Matriz Triangular Superior e Inferior

Uma matriz triangular superior possui todos os elementos aij abaixo da diagonal

principal iguais a zero, ou seja, nulos.
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A =

2

66666664

a11 a12 a13 a14 � � � a1n
0 a22 a23 a24 � � � a2n
0 0 a33 a34 � � � a3n
0 0 0 a44 � � � a4n
...

...
...

... . . . ...
0 0 0 0 � � � ann

3

77777775

:

Uma matriz triangular inferior possui todos os elementos aij acima da diagonal

principal iguais a zero, ou seja, nulos.

A =

2

66666664

a11 0 0 0 � � � 0
a21 a22 0 0 � � � 0
a31 a32 a33 0 � � � 0
a41 a42 a43 a44 � � � 0
...

...
...

... . . . ...
an1 an2 an3 an4 � � � ann

3

77777775

:

3.7 Matriz UnitÆria e Nula

Uma matriz quadrada unitÆria possui os elementos aij da diagonal principal iguais a

1 e os demais elementos nulos, logo se for analisado um pouco mais, tŒm-se que, uma

matriz escalar apresentar os elementos aij de sua diagonal principal tambØm iguais,

assim a matriz unitÆria Ø uma matriz escalar . Uma matriz unitÆria Ø representada por

In ou apenas I.

I =

2

664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3

775 :

Uma matriz nula Z possui todos os elementos iguais a zero, ou seja nulos.

Z =

2

664

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3

775 :

Uma matriz quadrada nula tambØm pode ser classi�cada como uma matriz diago-

nal, uma vez que, a de�niçªo para matriz diagonal diz que todos os elementos de uma

matriz em que i 6= j devem ser iguais a zero. Assim, observando a matriz nula Z os

elementos que nªo compıem a diagonal principal sªo iguais a zero, ou seja, tambØm

classi�cando uma matriz nula em uma matriz diagonal.
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Após estudar os tipos de matrizes, serÆ analisado alguns exemplos. O primeiro

exemplo Ø a matriz D(3;2), dada por:

D =

2

4
0 0
0 0
0 0

3

5 :

A matriz D Ø considerada uma matriz retangular e nula, pois m 6= n e todos os seus

elementos sªo zero.

O segundo exemplo Ø a matriz I4, dada por:

I4 =

2

664

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

3

775 :

A matriz I4 Ø considerada uma matriz diagonal, unitÆria e escalar, pois os elemen-

tos i 6= j sªo nulos e a diagonal principal possui os elementos iguais a 1.

4 OPERA˙ÕES COM MATRIZES E COMO AS INSERIR

EM PYTHON

4.1 Igualdade de Matrizes

Considerando duas matrizes de ordem m � n, uma sendo a matriz A = [aij] e a

outra sendo B = [bij], tais matrizes sªo iguais se e somente se aij = bij. Considerando

as matrizes A e B:

A =

2

4
2 5 4 9
3 1 6 8
5 7 0 1

3

5 e B =

2

4
2 5 4 9
3 1 6 8
5 7 0 1

3

5

Analisando as matrizes A e B, temos que A = B.

4.2 Adiçªo

Considerando duas matrizes de ordem m � n, uma sendo A = [aij] e outra matriz

B = [bij], a soma dessas matrizes deve resultar em uma matriz C = [cij], ou seja,

cij = aij + bij. Para que tais matrizes possam ser somadas elas devem apresentar a
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mesma ordem (STEINBRUCH, 1987).

A =

2

4
a11 a12
a21 a22
a31 a32

3

5 e B =

2

4
b11 b12
b21 b22
b31 b32

3

5

As matrizes A e B acima possuem a mesma ordem m� n, logo cij = aij + bij

C =

2

4
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22
a31 + b31 a32 + b32

3

5 :

PROPRIEDADES DA ADI˙ˆO DE MATRIZES

I. A+B = B + A

II. A+ (B + C) = (A+B) + C

III. A+ 0 = 0 + A = A

4.3 Soma de Matrizes em Python

Matrizes podem ser introduzidas no Python atravØs de listas, mas o que sªo essas

listas?

Listas no Python sªo sequŒncias ordenadas de valores, as quais podem ser inse-

ridas com dois colchetes, onde os valores que compıem essas listas sªo chamados

de elementos ou itens. Para inserir matrizes em Python serÆ seguida uma sequŒncia

de passos ordenados e bem de�nidos para se chegar a soluçªo. AlØm disso o usuÆrio

tambØm irÆ desenvolver seus conhecimentos em lógica em programaçªo, pois para

que o leitor chegue a soluçªo requer a escolha de "caminhos"para efetuar o passo a

passo de maneira mais simples.

4.3.1 Soma de matrizes com a ordem m� n de�nida

Utilizando o PyCharm para desenvolver um algoritmo simples que efetue a soma

de duas matrizes. Abra o PyCharm e em seguida um projeto, crie um arquivo como

mostrado na seçªo 2.3 e serÆ dado inicio ao desenvolvimento do algoritmo.

Tendo em vista que, um algoritmo deve ter seu desenvolvimento organizado, ire-

mos começar por um exemplo simples. Considere que um usuÆrio deseja realizar uma

soma de matrizes, onde o mesmo jÆ irÆ trabalhar com a ordem que deseja, ou seja,

o usuÆrio deixarÆ explicito no código a ordem das matrizes. Uma vez que o usuÆrio
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tem a noçªo que para realizar a soma de duas matrizes A e B de mesma ordem,

nªo serÆ necessÆrio uma limitaçªo no código para que o usuÆrio execute-o, tendo em

vista que se caso o usuÆrio inserir matrizes de diferentes ordens o algoritmo nªo fun-

cionarÆ. Sendo assim, considere duas matrizes de ordem 3� 2, onde a soma tambØm

irÆ resultar numa matriz de ordem 3� 2.

Uma vez que jÆ se tem a ordem da matriz Ø necessÆrio inseri-lÆ no algoritmo como

uma variÆvel.

A = [[0, 0],[0, 0],[0, 0]]

Note que a matriz A Ø formada por trŒs listas que estªo dentro de uma lista geral,

as quais apresentam elementos nulos para que o próprio usuÆrio possa inseri-los mais

a frente. Em seguida, serÆ percorrido cada linha e coluna da matriz para que a mesma

possa ser construída e apresente uma forma de tabela. Para construir as linhas e as

colunas dessa matriz serÆ empregado a estrutura de repetiçªo for . . . in . . . e a funçªo

range() a qual retorna uma sØrie numØrica no intervalo determinado, ou seja, Ø ela

que irÆ determinar a quantidade de elementos nas linhas e nas colunas. Percorrendo

primeiro as linhas temos a seguinte instruçªo.

for i in range(0, 3):

signi�ca que em cada linha retorne a quantidade de elementos contidos no intervalo

determinado. Note que as linhas vªo de 0 atØ 3, porØm o œltimo nœmero que Ø o 3

nªo estÆ dentro do intervalo, fazendo com que a matriz A possua trŒs linhas (0, 1 e 2).

Agora, serÆ percorrido as colunas com a seguinte instruçªo.

for j in range(0, 2):

signi�ca que em cada coluna retorne a quantidade de elementos contidos no intervalo

determinado. Assim, temos duas colunas para a matriz A, pois o œltimo nœmero da

funçªo range() nªo entra no intervalo. A seguinte representaçªo irÆ mostrar como os

elementos da matriz estªo dispostos com a funçªo range().

2

4
a00 a01
a10 a11
a20 a21

3

5
0
1
2

(1)

0 1
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Uma vez que temos os elementos que formam a matriz A e percorremos as linhas

e as colunas, agora serÆ pedido ao usuÆrio o valor dos elementos que irªo ocupar as

determinadas posiçıes jÆ existentes.

A[i][j] = int(input('Digite o valor do elemento da linha {} e '

'coluna {}: '.format(i+1, j+1)))

Dessa forma foi pedido ao usuÆrio o valor do elemento que ocupa cada posiçªo da

matriz. Por se tratar de uma soma o tipo de variÆvel Ø o inteiro (int) para que possa

ser efetuada a soma dos elementos, a funçªo input() pede ao usuÆrio os dados, jÆ a

funçªo .format() irÆ retornar as posiçıes dos elementos i+1 e j+1 que foram pedidos

dentro das chaves.

A[i][j] = int(input('Digite o valor do elemento da linha {i+1} e '

'coluna {j+1}: '.format(i+1, j+1)))

Como mostrado anteriormente a funçªo range() faz com que os elementos da ma-

triz possuam as seguintes numeraçıes de acordo com a equaçªo 1. Agora analisando

com a seguinte formataçªo i+1 e j+1, que estÆ dentro do parŒnteses da funçªo .for-

mat(), teremos a seguinte representaçªo para os elementos.

2

4
a11 a12
a21 a22
a31 a32

3

5
1
2
3

1 2

Após o usuÆrio determinar os valores dos elementos, de que forma serÆ exibida a

matriz?

Como o objetivo para esse estudo Ø a representaçªo de matrizes, a forma com que

a matriz A deve ser exibida Ø a de tabela. Para isso, utilizar a funçªo print() nªo serÆ

o su�ciente para representar a matriz, dessa forma serÆ utilizado o comando def que

Ø uma funçªo criada pelo usuÆrio que se ajusta a necessidade do mesmo, assim serÆ

criada a seguinte funçªo para exibir a matriz.

def exibir_matriz(A):

for i in A:

print(i)

exibir_matriz(A)
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A funçªo def exibir_matriz(A) diz que para cada linha i na matriz A mostre (print)

a linha e após a instruçªo a funçªo Ø �nalizada com exibir_matriz(A), dessa forma a

matriz A serÆ exibida na forma de tabela. Para inserir a matriz B no Pycharm deve-se

seguir o mesmo procedimento, criar a matriz com os elementos nulos, percorrer as

linhas e as colunas para estruturar a matriz, pedir ao usuÆrio o valor dos elementos

de entrada e em seguida criar uma funçªo para exibi-la. Logo, o algoritmo para inserir

as matrizes A e B no PyCharm deve apresentar a mesma lógica mostrada na �gura

abaixo.

Figura 17: Inserir matrizes.

Fonte: Autoria própria (2021).

No algoritmo foi utilizada a funçªo print(�) para exibir imprimir textos. Essa funçªo

foi inserida no código apenas para mantŒ-lo mais organizado esteticamente quando

for executado.

Para realizar a soma de matrizes o procedimento nªo muda muito, Ø necessÆrio

criar uma lista com os elementos nulos que irÆ compor a matriz M, onde os elementos

que compıem a matriz M serÆ o resultado da soma das matrizes A e B. Assim, criando

a lista para a matriz M.

M = [[0, 0],[0, 0],[0, 0]]

Note que a matriz M Ø composta por listas e os elementos nulos que a compıem

serªo substituídos mais a frente pela soma dos elementos i e j das matrizes A e B. Em

seguida serÆ percorrida as linhas e as colunas para que a mesma apresente a forma

de tabela, dessa forma serÆ utilizada a estrutura de repetiçªo for . . . in . . . juntamente

com a funçªo range().
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for i in range(0, 3):

for j in range(0, 2):

Assim, temos que para cada linha i e coluna j retorne a quantidade de elementos

contidos no intervalo determinado, após isso serÆ realizada a soma dos elementos de

suas respectivas posiçıes.

M[i][j] = A[i][j] + B[i][j]

Dessa forma efetuamos a soma das matrizes A e B, porØm ainda falta exibi-la.

Como foi de�nida anteriormente o comando def exibir_matriz(), basta apenas pedir

para exibir a matriz M.

exibir_matriz(M)

A �gura abaixo mostra o código completo, com algumas linhas a mais de instruçıes

apenas para manter uma estØtica agradÆvel.

Figura 18: Soma de matrizes.

Fonte: Autoria própria (2021).

Ao executar o código, a seguinte aba serÆ aberta para solicitar ao usuÆrio os valo-

res dos elementos que ocupam as respectivas posiçıes, alØm de exibir as matrizes e

efetuar a soma das matrizes A e B.
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Figura 19: Run ’Soma de matrizes’.

Fonte: Autoria própria (2021).

Note que o código Ø bem simples e para que o usuÆrio o utilize corretamente Ø

necessÆrio ter em mente que as matrizes devem possuir a mesma ordem, alØm disso

a quantidade de elementos para as linhas e colunas jÆ estarªo de�nidas no código,

logo para que o usuÆrio possa efetuar a soma de matrizes em diferentes ordens Ø

necessÆrio alterar o código, especi�camente as listas e o intervalo determinado na

funçªo range(). Como por exemplo, para efetuar a soma de duas matrizes C e D de

ordem 2� 3 que irÆ resultar numa matriz N(2;3).

Figura 20: Soma de matrizes de ordem 2� 3.

Fonte: Autoria própria (2021).

Note que para as matrizes C, D e N, temos a seguinte representaçªo de lista.
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Tomando a matriz C, dada por:

C = [[0, 0, 0],[0, 0, 0]]

As linhas sªo formadas pela quantidade de listas, para esse exemplo temos duas lis-

tas dentro de uma lista geral, logo, temos duas linhas. JÆ a quantidade de colunas

corresponde a quantidade de elementos que uma linha apresenta, ou seja, trŒs colu-

nas.

A funçªo range(), darÆ forma a matriz fazendo com que seja retornada a quan-

tidade determinada de elementos dentro do intervalo e para solicitar ao usuÆrio os

valores dos elementos serÆ empregada a funçªo input(). Para que a posiçªo de cada

elemento seja retornada na forma que estudamos em `lgebra Linear, somamos 1 a

posiçªo de cada elemento (i+1, j+1) determinado pela funçªo range(), assim teremos

a seguinte representaçªo para a posiçªo.

�
a11 a12 a13
a21 a22 a23

�
1
2

1 2 3

Dessa forma, para realizar a soma de matrizes no código que jÆ estÆ de�nida a

ordem das mesmas, basta modi�car as listas e o intervalo da funçªo range().

4.3.2 Soma de matrizes de ordem m� n de�nida pelo usuÆrio

A lógica em programaçªo considerada para esse tópico foi abordada por Paz

(2019). No exemplo anterior a ordem das matrizes jÆ era de�nida no algoritmo, porØm,

caso o usuÆrio queira deixar o algoritmo aberto para que seja inserida a quantidade

de linhas e colunas que desejar, sem que seja necessÆrio alterar o código, como deve

ser a ordem de instruçıes a ser seguida?

Para esse segundo algoritmo serÆ solicitado ao usuÆrio a quantidade de linhas e

colunas que desejar para efetuar a soma, tendo em mente que as matrizes devem

possuir a mesma ordem. Criando as variÆveis para as linhas e colunas da matriz,

temos:

m = int(input('Digite a quantidade de linhas: '))

n = int(input('Digite a quantidade de colunas: '))
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Dessa forma serÆ pedido ao usuÆrio a quantidade de linhas e colunas tanto para

a matriz A quanto para a matriz B, o tipo da variÆvel Ø inteiro (int()) para que possa

ser efetuada a soma das matrizes mais a frente e a funçªo input() Ø responsÆvel por

receber e armazenar os valores digitados pelo usuÆrio.

A = []

Note que para esse exemplo nªo foi de�nido a quantidade de elementos neutros

para serem substituídos mais a frente, apenas foi criada a lista que serÆ construída a

a matriz A. Após criada a lista serÆ percorrida as linhas e as colunas para construir

a matriz A, para isso serÆ utilizada a estrutura de repetiçªo for. . . in . . . e a funçªo

range().

for i in range(m):

Com isso temos que para cada linha i, retorne a quantidade de elementos no in-

tervalo da funçªo range(), ou seja, a quantidade de linhas dada pelo usuÆrio. PorØm,

como dito anteriormente nªo temos a matriz A formada por elementos nulos para se-

rem substituídos, sendo assim se torna necessÆrio criar uma lista para as linhas da

matriz.

linha = []

Lembre-se que a matriz A Ø composta de listas, dessa forma temos uma lista para

as linhas dentro de uma lista geral A, com isso percorremos as linhas, agora serÆ

percorrida as colunas.

for j in range(n):

Temos que para cada coluna j retorne a quantidade de elementos no intervalo

da funçªo range(), que Ø a quantidade de colunas digitada pelo usuÆrio. Nªo serÆ

necessÆrio criar uma lista para as colunas, pois estamos considerando que a matriz A

serÆ formada por listas, ou seja, linhas uma em baixo da outra. A seguir serÆ solicitado

ao usuÆrio os valores para cada elemento aij.

E = int(input('Elemento da Matriz A: linha {} e coluna {} é: '

''.format(i + 1, j + 1)))
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Assim, foi solicitado ao usuÆrio o valor do elemento que ocupa cada posiçªo da

matriz A. Por se tratar de uma soma o tipo de variÆvel Ø o inteiro (int) para que possa

ser efetuada a soma dos elementos mais a frente, a funçªo input() pede ao usuÆrio

os dados, jÆ a funçªo .format() irÆ retornar as posiçıes dos elementos i+1 e j+1 que

serªo pedidos dentro das chaves.

linha.append(E)

A.append(linha)

Os elementos pedidos ao usuÆrio devem ser adicionados a lista, pois na linha

5 do algoritmo foi apenas criada a linha = [ ] que irÆ formar a matriz e nªo foram

de�nidos os elementos nulos para serem substituídos depois. Dessa forma os valores

dos elementos pedidos ao usuÆrio serªo adicionados a linha = [ ] e em seguida a

linha = [ ] serÆ adicionada a matriz A com a funçªo .append() que possui a �nalidade

de adicionar elementos a listas.

Finalizado esses passos a matriz A estÆ construída, porØm ela precisar ser exibida

na forma de uma tabela. Para exibir a matriz A, serÆ utilizada a funçªo def() que Ø

uma funçªo criada pelo usuÆrio que se ajusta a necessidade do mesmo, assim serÆ

criada a seguinte funçªo para exibir a matriz.

def exibir_matriz(A):

for linha in A:

print(linha)

exibir_matriz(A)

Assim temos que para cada linha na matriz mostre (print) a linha e �nalizamos

a funçªo com exibir_matriz(A). Para construir a matiz B deve-se seguir os mesmos

passos, porØm nªo Ø necessÆrio pedir novamente ao usuÆrio a quantidade de linhas

e colunas que a matriz irÆ possuir, pois no começo do algoritmo jÆ foi solicitado e

armazenado esses dados. Sendo assim, para a matriz B, basta começar a construçªo

da matriz.

Crie a lista para a matriz B, percorra as linhas e as colunas, peça ao usuÆrio os va-

lores dos elementos da matriz, adicione os elementos as linhas e em seguida adicione

as linhas a matriz B, após isso peça para exibir a matriz.

B = []
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for i in range(m):

linha = []

for j in range(n):

e = int(input('Elemento da Matriz B: linha {} e '

'coluna {} é: '.format(i + 1, j + 1)))

linha.append(e)

B.append(linha)

print('\nMatriz B\n')

exibir_matriz(B)

Finalizado o passo a passo, o algoritmo para inserir as matrizes A e B no PyCharm

deve apresentar a mesma lógica mostrada na �gura abaixo.

Figura 21: Soma de matrizes.

Fonte: Autoria própria (2021).

A soma das matrizes A e B resultarÆ em uma matriz C, onde primeiro Ø necessÆrio

criar a lista que irÆ conte-lÆ.

C = []

Após criar a lista para a matriz C, note que a mesma nªo possui elementos nulos

para substitui-los mais a frente pela soma dos elementos das matrizes A e B. Agora

serÆ percorrida a quantidade de linhas que irÆ construir a matriz M.

for i in range(m):

linha = [0] * n
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C.append(linha)

Temos que para cada linha i, retorne a quantidade de elementos m que estÆ deter-

minado dentro do intervalo da funçªo range(), ou seja, serÆ retornada a quantidade

de linhas que o usuÆrio inseriu no inicio do algoritmo. Como a matriz C tambØm serÆ

constituída por linhas uma a baixo da outra, serÆ determinado os elementos em cada

linha, pois os elementos que irªo ocupar essas posiçıes nªo serªo de�nidos pelo

usuÆrio e sim pela soma dos elementos das matriz A e B. Com isso, cada linha i serÆ

formada por elementos nulos, onde a quantidade de elementos dessas linhas serÆ de-

terminada pela quantidade de colunas n. Agora serÆ percorrida as colunas da matriz

C.

for j in range(n):

Considerando que a matriz C, serÆ composta por linhas nªo Ø necessÆrio criar uma

lista para as colunas. Após percorrer as colunas serÆ realizada a soma dos elementos

aij + bij.

C[i][j] = A[i][j] + B[i][j]

Com isso serÆ determinado cada elemento cij da matriz C. Com a matriz C cons-

truída basta pedir para exibi-lÆ.

exibir_matriz(C)

A �gura abaixo mostra o código completo, com algumas linhas a mais de instruçıes

apenas para manter uma estØtica agradÆvel.
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Figura 22: Soma de matrizes.

Fonte: Autoria própria (2021).

Ao executar o código, a seguinte aba serÆ aberta para solicitar ao usuÆrio a quan-

tidade de linhas e colunas das matrizes e os valores dos elementos que ocupam as

respectivas posiçıes, alØm de exibir as matrizes e efetuar a soma das matrizes A e B.

Na �gura abaixo serÆ exibida a soma de duas matrizes A e B de ordem 4� 2.

Figura 23: Soma de matrizes 4� 2.

Fonte: Autoria própria (2021).

Assim para efetuar a soma de matrizes com diversas ordens basta apenas escolher

a quantidade de linhas e colunas, alØm de inserir os elementos das matrizes.
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4.4 Subtraçªo

Para realizar a subtraçªo de duas matrizes de ordem 4 � 2 considere a matriz

A = [aij] e a matriz B = [bij], onde a subtraçªo dessas matrizes deve resultar numa

matriz C = [cij] de ordem 4 � 2, ou seja, cij = aij + bij. Lembrando que as matrizes

devem apresentar a mesma ordem para realizar a subtraçªo.

A =

2

664

3 �8
7 9
�2 0
4 �5

3

775 e B =

2

664

1 3
2 5
6 9
8 2

3

775

Assim a matriz C = [cij], serÆ igual a:

C =

2

664

(3� 1) (�8� 3)
(7� 2) (9� 5)

(�2� 6) (0� 9)
(4� 8) (�5� 2)

3

775 =

2

664

2 �11
5 4
�8 �9
�4 �7

3

775

4.5 Subtraçªo de Matrizes em Python

A subtraçªo de matrizes nªo difere muito da soma, pois a œnica mudança que serÆ

feita para os códigos mostrados anteriormente na soma de matrizes serÆ o sinal da

operaçªo.

4.5.1 Subtraçªo de matrizes com a ordem m� n de�nida

Considerando que o algoritmo da soma de matrizes jÆ estÆ construído, basta mudar

o sinal da soma pelo sinal de subtraçªo ao pedir os elementos para a matriz M.

M [i][j] = A[i][j]�B[i][j]

Da mesma forma que Ø para soma tambØm serÆ para a subtraçªo, ou seja, para

alterar a ordem das matrizes Ø necessÆrio modi�car as listas e ajustar o intervalo da

funçªo range() de acordo com a ordem das matrizes.

4.5.2 Subtraçªo de matrizes de ordem m� n de�nida pelo usuÆrio

Como o algoritmo da soma de matrizes que pede ao usuÆrio a ordem das mesmas

jÆ estÆ construído, basta mudar o sinal da soma pelo sinal de subtraçªo ao pedir os
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elementos para a matriz C.

C[i][j] = A[i][j]�B[i][j]

As funçıes utilizadas para o algoritmo da subtraçªo de matrizes possuem a mesma

�nalidade das funçıes do algoritmo da soma de matrizes.

4.6 Multiplicaçªo de Matrizes

Para efetuar a multiplicaçªo de duas matrizes A e B que apresentem ordem m�n e

p�q respectivamente, a quantidade de colunas da matriz A deve ser igual a quantidade

de linhas da matriz B, isto Ø, n=p.

A(m;n) �B(p;q)

JÆ a matriz resultante irÆ apresentar ordem de acordo com a quantidade de linhas

da matriz A e a quantidade de colunas da matriz B.

A(m;n) �B(p;q)

EXEMPLO Para realizar a multiplicaçªo considere as matrizes A(3;2) e a matriz

B(2;2), dadas por:

A =

2

4
5 �3
7 2
�9 0

3

5 e B =
�
1 �2
4 7

�

Analisando a ordem das matrizes Ø possível notar que a quantidade de colunas da

matriz A Ø igual a quantidade de linhas da matriz B, dessa forma a multiplicaçªo de

matrizes pode ser realizada e a matriz resultante C, irÆ possuir ordem 3� 2.

C =

2

4
c11 c12
c21 c22
c31 c32

3

5 =

2

4
5� 1 + (�3)� 4 5� (�2) + (�3)� 7

7� 1 + 2� 4 7� (�2) + 2� 7
(�9)� 1 + 0� 4 (�9)� (�2) + 0� 7

3

5 :

A matriz resultante C Ø obtida pela multiplicaçªo de vetores, os quais correspon-

dem a posiçªo de cada elemento.

� O elemento c11 Ø resultado da multiplicaçªo da 1“ linha da matriz A e da 1“ coluna

da matriz B.
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� O elemento c12 Ø resultado da multiplicaçªo da 1“ linha da matriz A e da 2” coluna

da matriz B.

� O elemento c21 Ø resultado da multiplicaçªo da 2“ linha da matriz A e da 1“ coluna

da matriz B.

� O elemento c22 Ø resultado da multiplicaçªo da 2“ linha da matriz A e da 2“ coluna

da matriz B.

� O elemento c31 Ø resultado da multiplicaçªo da 3“ linha da matriz A e da 1“ coluna

da matriz B.

� O elemento c32 Ø resultado da multiplicaçªo da 3“ linha da matriz A e da 2“ coluna

da matriz B.

Assim temos a matriz:

C =

2

4
�7 �31
15 0
�9 18

3

5 :

PROPRIEDADES DA MULTIPLICA˙ˆO DE UMA MATRIZ POR OUTRA

I. Considerando as matrizes A(m;n), B(n;p) e C(p;r), temos a seguinte igualdade:

(AB)C = A(BC).

II. Considerando as matrizes A(m;n), B(m;n) e C(n;p), temos a seguinte igualdade:

(A+B)C = AC +BC.

III. Considerando as matrizes A(n;p), B(n;p) e C(m;n), temos a seguinte igualdade:

C(A+B) = CA+ CB.

IV. Considerando a matriz A(m;n), tem-se a seguinte igualdade: ImA = AIn = A.

V. Considerando as matrizes A(m;n) e B(n;p), tem-se que para qualquer escalar � Ø

vÆlida a igualdade: (�A)B = A(�B) = �(AB).

VI. A multiplicaçªo entre duas matrizes nªo Ø, em geral, comutativa.

Exemplo

Considere as matrizes F(3;4) e G(4;3), dadas por:

F =

2

4
�2 6 8 4

9 4 �1 �7
7 �3 4 3

3

5 e G =

2

664

2 10 3
1 �8 0
�4 5 4

3 6 �2

3

775 :
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Realizando a multiplicaçªo das matrizes F e G, respectivamente:

F �G =

2

4
�2 6 8 4

9 4 �1 �7
7 �3 4 3

3

5

2

664

2 10 3
1 �8 0
�4 5 4

3 6 �2

3

775 =

2

4
�18 �4 18

5 11 37
4 132 31

3

5 :

Realizando agora a multiplicaçªo da matriz G e F, respectivamente:

G � F =

2

664

2 10 3
1 �8 0
�4 5 4

3 6 �2

3

775

2

4
�2 6 8 4

9 4 �1 �7
7 �3 4 3

3

5 =

2

664

107 43 18 �53
�74 �26 16 60
81 �16 �21 �39
34 48 10 �36

3

775 :

Observe que a comutatividade de matrizes na multiplicaçªo nem sempre Ø ver-

dadeira, porØm existem casos em que a comutatividade de matrizes na multiplicaçªo

pode existir, como por exemplo a multiplicaçªo da matriz E3 pela matriz I3:

E � I =

2

4
5 2 6
3 9 1
7 �2 4

3

5

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5 =

2

4
5 2 6
3 9 1
7 �2 4

3

5 :

Realizando a comutatividade na multiplicaçªo de matrizes temos:

I � E =

2

4
1 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5

2

4
5 2 6
3 9 1
7 �2 4

3

5 =

2

4
5 2 6
3 9 1
7 �2 4

3

5 :

Analisando os resultados obtemos a seguinte igualdade:

EI = IE = E

4.6.1 Multiplicaçªo de Matrizes por um Escalar

Dada a matriz A de ordem 3� 2 e um escalar �, temos o seguinte produto:

B = � �

2

4
e11 e12
e21 e22
e31 e32

3

5

Dessa forma, tem-se que a matriz resultante C serÆ a multiplicaçªo de todos os

elementos da matriz E pelo escalar �.
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C =

2

4
� � e11 � � e12
� � e21 � � e22
� � e31 � � e32

3

5

Exemplo de Multiplicaçªo de Matriz por um Escalar

Considere a matriz D de ordem 2� 4 e um escala de valor 2.

D =
�
�2 11 0 4
�9 1 7 3

�

A multiplicaçªo de cada elemento da matriz D pelo escalar irÆ resultar numa matriz

E tambØm de ordem 2� 4.

E = 2 �
�
�2 11 0 4
�9 1 7 3

�
=
�
2 � (�2) 2 � 11 2 � 0 2 � 4
2 � (�9) 2 � 1 2 � 7 2 � 3

�
=
�
�4 22 0 8
�18 2 14 6

�

PROPRIEDADES DA MULTIPLICA˙ˆO DE MATRIZES POR UM ESCALAR

I. (��)A = �(�A)

II. (�+ �)A = �A+ �A

III. �(A+B) = �A+ �B

IV. 1A = A

4.6.2 Multiplicaçıes de matrizes em Python

Considere duas matrizes D(m;n) e E(p;q), em que n = p e F(m;q) Ø a matriz resultante

do produto de D e E.

Para realizar o produto de matrizes serÆ levado em consideraçıes uma ordem

lógica de passos e restriçıes. Tendo em vista que o usuÆrio deseja solicitar a quan-

tidade de linhas e colunas das matrizes, Ø necessÆrio criar variÆveis para armazenar

as informaçıes, sendo assim:

m = int(input('Digite a quantidade de linhas para a matriz D: '))

n = int(input('Digite a quantidade de colunas para a matriz D: '))

p = int(input('Digite a quantidade de linhas para a matriz E: '))

q = int(input('Digite a quantidade de colunas para a matriz E: '))

Dessa forma, utilizando o comando input(�) foi solicitado ao usuÆrio a quantidade

de linhas e colunas tanto para a matriz D quanto para a matriz E. Para que essa
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restriçªo seja atendida serÆ utilizado um laço de repetiçªo While (), o qual irÆ veri�car

se n 6= p, caso essa condiçªo seja verdadeira o algoritimo retornara novamente ao

usuÆrio pedindo a quantidade de linhas e colunas para ambas as matrizes.

while (n != p):

print('A quantidade de colunas da matriz D é diferente da quantidade '

'de linhas da matriz E!')

print('Digite novamente a ordem das matrizes!')

m = int(input('Digite a quantidade de linhas para a matriz D: '))

n = int(input('Digite a quantidade de colunas para a matriz D: '))

p = int(input('Digite a quantidade de linhas para a matriz E: '))

q = int(input('Digite a quantidade de colunas para a matriz E: '))

Com isso, caso o usuÆrio digite valores para as linhas e as colunas que nªo satisfa-

zem a condiçªo da funçªo While (), serÆ solicitado novamente as ordens das matrizes

e para encerrar o laço de repetiçªo While (), basta retirar uma endentaçªo, ou seja,

retirar um espaço na próxima linha do código. Como feito para a soma de matrizes

em Python, serÆ criada as variÆveis que irªo armazenar as listas para cada matriz,

em seguida serÆ percorrida as linhas e as colunas para que as matrizes apresentem

forma de tabela, depois serÆ solicitado ao usuÆrio os valores dos elementos dij e por

œltimo esses elementos serªo adicionados a linha e esta serÆ adicionada a matriz.

Primeiramente construindo a matriz D.

D = []

Pecorrendo as linhas e as colunas da matriz D para construi-lÆ.

for i in range(m):

linha = []

for j in range(n):

e = int(input('Elemento da Matriz D: linha {} e coluna {} é: '

''.format(i + 1, j + 1)))

linha.append(e)

D.append(linha)

def exibir_matriz(D):
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for linha in D:

print(linha)

exibir_matriz(D)

Para construir e exibir a matriz D, serÆ seguido o mesmo procedimento que foi

mostrado na seçªo 4.3.2. Como a matriz D jÆ estÆ construída, agora serÆ construída

agora a matriz E.

E = []

for i in range(p):

linha = []

for j in range(q):

el = int(input('Elemento da Matriz E: linha {} e coluna {} é: '

''.format(i + 1, j + 1)))

linha.append(el)

E.append(linha)

exibir_matriz(E)

O mesmo procedimento para criar a matriz E foi explicado na seçªo 4.3.2. Cons-

truída as matrizes, serÆ realizada a multiplicaçªo das mesmas para se obter a matriz

F, de ordem m � q. Primeiro serÆ criada a variÆvel que irÆ armazenar a lista para a

matriz F.

F = []

Após criar a matriz serÆ percorrida as linhas e as colunas para que ao exibir a

matriz ela possa apresentar uma forma de tabela.

for i in range(m):

F.append([])

Temos que, para cada linha i retorne a quantidade de elementos no intervalo da

funçªo range(), ou seja, a quantidade de linhas dada no início do algoritmo pelo usuÆ-

rio, em seguida serÆ adicionado a matriz F uma lista, pois, como na soma as matrizes

serªo formadas de listas dentro de uma lista geral, o mesmo serÆ feito para a multipli-

caçªo. Agora percorrendo as colunas.
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for j in range(q):

F[i].append(0)

Com isso, para cada coluna j retorne a quantidade elementos no intervalo da fun-

çªo range(), ou seja, a quantidade de colunas dada pelo usuÆrio no início do algoritmo.

Como se trata de uma soma de multiplicaçıes, foi adicionado a linha os elementos nu-

los para que possa ser efetuada a soma cumulativa das multiplicaçıes e mais a frente

serem substituídos pelos elementos resultantes do produto vetorial. Como se trata de

um produto vetorial Ø necessÆrio mais um laço de repetiçªo para realizar a multiplica-

çªo dos elementos.

for k in range(n):

F[i][j] += D[i][k] * E[k][j]

print('Matriz F\n')

Como se trata de uma soma cumulativa, Ø utilizado o sinal de soma (+) antes

da igualdade e para exibir a matriz F basta escrever a funçªo exibir_matriz(F), uma

vez que a funçªo jÆ foi de�nida anteriormente. A �gura abaixo mostra o algoritmo da

multiplicaçªo completo e organizado.
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Figura 24: Multiplicaçªo de matrizes.

Fonte: Autoria própria (2021).

Uma vez o algoritmo da multiplicaçªo de matrizes desenvolvido, o mesmo serÆ

testado o código para duas matrizes D e E de ordem 3 � 2 e 2 � 3, respectivamente.

Ao executar o código serÆ solicitado ao usuÆrio os valores dos elementos de ambas

as matrizes.

Figura 25: Run’ Multiplicaçªo de matrizes’.

Fonte: Autoria própria (2021).

Para esse algoritmo foi dada uma restriçªo, a qual diz que a quantidade de colunas
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(n) da matriz D deve ser igual a quantidade de linha (p) da matriz E, para veri�car se

o laço de repetiçªo while() estÆ funcionando corretamente, serÆ testado adicionar a

ordem de duas matrizes em que n 6= p.

Figura 26: Laço de repetiçªo While().

Fonte: Autoria própria (2021).

Note que foi inserido no algoritmo duas matrizes em que n 6= q, dessa forma o laço

de repetiçªo While() irÆ solicitar ao usuÆrio a ordem das matrizes atØ que a quantidade

de colunas n da matriz D seja igual a quantidade de linhas p da matriz E.

5 MATRIZ TRANSPOSTA

Dada a matriz B de ordem 3 � 2, tem-se que a matriz transposta BT irÆ possuir

ordem 2 � 3, pois as colunas da matriz B passam a ser as linhas da matriz BT e as

linhas da matriz B passam a ser as colunas da matriz BT .

B =

2

4
b11 b12
b21 b22
b31 b32

3

5) BT =
�
b11 b21 b31
b12 b22 b32

�
:

Exemplo

Considere a matriz C de ordem 4� 3, dada por:

C =

2

664

�2 1 10
9 �7 2
0 4 5

�11 3 8

3

775

A matriz transposta CT apresenta ordem 3 � 4, uma vez que, as linhas e as co-

lunas da matriz C passam a ser, respectivamente, as colunas e as linhas da matriz

transposta CT .

CT =

2

4
�2 9 0 �11

1 �7 4 3
10 2 5 8

3

5 :
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PROPRIEDADES DA MATRIZ TRANSPOSTA

I. (A+B)T = AT +BT .

II. (�A)T = �AT .

III. (AT )T = A.

IV. (AB)T = BTAT .

5.1 Matriz Transposta em Python

Considere que deseja-se encontrar a matriz transposta de M que possui ordem

r � s, sendo assim, a matriz que serÆ obtida T irÆ apresentar ordem s� r. A idØia do

algoritmo Ø solicitar ao usuÆrio a quantidade de linhas e colunas, deixando o código

em aberto para que o usuÆrio possa trabalhar com qualquer ordem de matrizes. De

início serÆ criada as variÆveis para as linhas e as colunas das matrizes.

r = int(input('Digite a quantidade de linhas para a matriz M: '))

s = int(input('Digite a quantidade de colunas para a matriz M: '))

Com isso, foi solicitado ao usuÆrio a quantidade de linhas e colunas para a matriz,

em seguida serÆ criada a lista para a matriz M e percorrida as linhas e as colunas

para construir a matriz em forma de tabela.

M = []

for i in range(r):

linha = []

for j in range(s):

Após percorrer as linhas e as colunas serÆ solicitado ao usuÆrio os valores para

os elementos mij, em seguida esses elementos serªo adicionados a linha e a linha

adicionada a matriz.

e = int(input('Elemento da Matriz M: linha {} e coluna {} é: '

''.format(i + 1, j + 1)))

linha.append(e)

M.append(linha)

Dessa forma a matriz M de ordem r � s jÆ estÆ construída, porØm, falta exibi-lÆ.

Para exibir a matriz serÆ utilizada a funçªo def().
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def exibir_matriz(M):

for linha in M:

print(linha)

exibir_matriz(M)

Após exibir a matriz M serÆ construída a matriz transposta T. A matriz T tambØm

serÆ formada por listas, mas nªo serÆ necessÆrio solicitar novamente ao usuÆrio a

quantidade de linhas e colunas, pois a ordem da matriz M jÆ foi dada. Sendo assim,

se a ordem da matriz M Ø r � s a ordem da matriz T serÆ s� r.

T = []

for i in range(s):

linha =[0]*r

T.append(linha)

for j in range(r):

T[i][j] = M[j][i]

exibir_matriz(T)

Dessa forma foi percorrida as linhas e as colunas da matriz transposta T. Conside-

rando que para se obter a matriz transposta de M basta trocar as linhas pelas colunas,

podemos escrever a seguinte igualdade no PyCharm:

T [i][j] = M [j][i]:

Por �m, para exibir a matriz transposta basta escrever a funçªo exibir_matriz(T). A

�gura a baixo mostra o algoritmo completo e organizado de forma lógica.
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Figura 27: Algoritmo matriz transposta.

Fonte: Autoria própria (2021).

Executando o algoritmo para uma matriz M de ordem 2� 4.

Figura 28: Run ’Algoritmo matriz transposta’.

Fonte: Autoria própria (2021).

6 DETERMINANTE

O Determinante Ø um nœmero associado a uma matriz quadrada A = (aij). Po-

rØm, antes de adentrarmos no assunto de determinantes Ø necessÆrio dar Œnfase em

alguns termos e conceitos (BOLDRINI, 1984).

TERMO PRINCIPAL

Considere a matriz A(n;n), tem-se que o produto dos elementos da diagonal princi-

pal (i = j) recebem o nome de termo principal, ou seja:
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a1 1 � a2 2 � a3 3 : : : an n:

TERMO SECUND`RIO

Dada a matriz A(n;n), tem-se que o produto dos elementos da diagonal secundÆria

(i+ j = n+ 1) recebem o nome de termo secundÆrio, ou seja:

a1 n � a2 n�1 � a3 n�2 : : : an 1:

Com isso, o determinante de uma matriz A(n;n) Ø a soma dos produtos obtidos

efetuando todas as permutaçıes dos segundos índices do termo principal, mantendo

�xos os primeiros índices e adicionando antes dos produtos o sinal positivo (+) ou

negativo (-) de acordo com a quantidade de permutaçıes (BOLDRINI, 1984). PorØm,

como analisar as permutaçıes e os sinais?

Considere a seguinte ordem dos elementos:

x y z:

Alterando as posiçıes dos elementos X e Y temos a seguinte permutaçªo:

y x z:

A permutaçªo desses elementos (X e Y) Ø considerada uma permutaçªo inversa,

pois realizando novamente a permutaçªo desses elementos Ø obtida a permutaçªo

principal.

x y z:

As permutaçıes podem ser classi�cadas em par ou ímpar, dependerÆ do nœmero

de inversıes. Uma permutaçªo par recebe o sinal positivo (+) e ímpar negativo (-).

Tomando a seguinte sequŒncia como a permutaçªo principal:

a b c:

A permutaçªo a c b Ø da classe ímpar por possuir apenas uma inversªo e receberÆ

o sinal negativo (-).

A permutaçªo c a b Ø da classe par por possuir duas inversıes e receberÆ o sinal

positivo (+).
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REPRESENTA˙ˆO DE UM DETERMINANTE

Considere a matriz A = [aij] de ordem n:

A =

2

666664

a11 a12 a13 � � � a1n
a21 a22 a23 � � � a2n
a31 a32 a33 � � � a3n
...

...
... . . . ...

an1 an2 an3 � � � ann

3

777775
:

O determinante da matriz A Ø denotado por det A e Ø colocada entre duas barras

verticais, assim:

det A =

�����������

a11 a12 a13 � � � a1n
a21 a22 a23 � � � a2n
a31 a32 a33 � � � a3n
...

...
... . . . ...

an1 an2 an3 � � � ann

�����������

:

A ordem de um determinante Ø equivalente a ordem da matriz que se deseja as-

sociar um nœmero, ou seja, se a matriz possuir ordem 2 o determinante tambØm ira

possuir ordem 2.

6.1 Determinante pelo mØtodo de Sarrus

Para uma matriz A, de ordem 1.

A =
h

4
i
) det A =

��� 4
��� = 4:

O determinante de uma matriz que possui apenas um elemento (a11) Ø ele mesmo.

Para uma matriz B, de ordem 2.

B =
�
b11 b12
b21 b22

�
) det B =

����
b11 b12
b21 b22

���� = b11 � b22 � b12 � b21

Realizando a multiplicaçªo dos elementos da diagonal principal temos:

b11 � b22

Observe que os primeiros índices i da multiplicaçªo do termo principal Ø 1 e 2.
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agora analisando a multiplicaçªo dos elementos da diagonal secundÆria Ø obtido:

b12 � b21:

Os índices i para a multiplicaçªo do termo secundÆrio tambØm sªo 1 e 2, jÆ os

índices (j) para a multiplicaçªo do termo principal e secundÆrio sªo respectivamente

12 e 21, note que o termo secundÆrio Ø obtido atravØs de uma inversªo, a qual recebe

o sinal negativo por ser uma inversªo ímpar. Dessa forma temos o determinante.

det B = b11 � b22 � b12 � b21:

Exemplo

Considere a matriz B, de ordem 2.

B =
�

5 �1
3 2

�
) det B =

����
5 �1
3 2

���� = 5 � 2� [(�1) � 3] = 13

Para uma matriz C, de ordem 3 o determinante se da de uma forma diferente. Para

calcular o determinante da matriz C Ø necessÆrio repetir novamente a frente da matriz

as duas primeiras colunas.

C =

2

4
c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

3

5

det C =

������

c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

������

c11 c12
c21 c22
c31 c32

������
:

Analisando o sinal dos produtos de acordo com as permutaçıes dos elementos.

� O 1” produto (c11 � c22 � c33) irÆ receber sinal positivo, pois a permutaçªo 123 Ø par.

� O 2” produto (c12 � c23 � c31) irÆ receber sinal positivo, pois a permutaçªo 231 Ø par.

� O 3” produto (c13 � c21 � c32) irÆ receber sinal positivo, pois a permutaçªo 312 Ø par.

� O 4” produto (c12 � c21 � c33) irÆ receber sinal negativo, pois a permutaçªo 213 Ø

ímpar.

� O 5” produto (c11 � c23 � c32) irÆ receber sinal negativo, pois a permutaçªo 132 Ø

ímpar.
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� O 6” produto (c13 � c22 � c31) irÆ receber sinal negativo, pois a permutaçªo 321 Ø

ímpar.

Realizando a soma dos produtos com seus respectivos sinais temos:

det C = +c11 � c22 � c33 + c12 � c23 � c31 + c13 � c21 � c32� c12 � c21 � c33� c11 � c23 � c32� c13 � c22 � c31:

Observe que quando realizamos o produto de cima para baixo dos elementos da

esquerda para a direita todos recebem o sinal positivo, jÆ o produto dos elementos de

cima para baixo da direita para a esquerda recebem o sinal negativo.

Considere a matriz C, de ordem 3, dada por:

C =

2

4
7 2 1
�6 �3 1

4 5 9

3

5

det C =

������

7 2 1
�6 �3 1

4 5 9

������

7 2
�6 �3

4 5

������

det C = [7 � (�3) � 9] + (2 � 1 � 4) + [1 � (�6) � 5]� [2 � (�6) � 9]� (7 � 1 � 5)� [1 � (�3) � 4]

det C = �189 + 8� 30 + 108� 35 + 12 = �126:

O determinante de uma matriz de ordem 3�3 tambØm pode ser encontrado pelo te-

orema de Laplace, porØm para matrizes que apresentem ordem superior a 3 o mØtodo

explicado atØ o momento nªo Ø vÆlido.

6.2 Teorema de Laplace

Quando uma matriz quadrada apresenta uma ordem maior ou igual a 3 pode-se

utilizar o teorema de Laplace para calcular o determinante. O teorema de Laplace

consiste em selecionar uma �la (linha ou coluna) e em seguida somar os produtos de

cada elemento pertencente a �la pelo seu respectivo cofator (STEINBRUCH, 1987).

Considere a matriz D de ordem 3, dada por:

D =

2

4
3 �1 2
5 4 �2
0 7 1

3

5 :
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Escolhendo a primeira linha da matriz, tem-se que de acordo com o teorema de

Laplace o determinante da matriz D serÆ dado por:

det D = d11 ��11 + d12 ��12 + d13 ��13

Sendo que �ij corresponde ao cofator relacionado ao elemento dij.

�ij = (�1)i+j � det Dij

Se D Ø uma matriz de ordem 3 � 3, de�nimos a submatriz (Dij) associado ao

elemento dij, retirando a linha i e a coluna j correspondente a posiçªo do elemento,

dessa forma serÆ obtida uma matriz de ordem 2� 2.

Encontrando a submatriz D11 associado ao elemento d11, ou seja, eliminando a 1“

linha e a 1“ coluna da matriz D:

D11 =
�

4 �2
7 1

�
:

Encontrando a submatriz D12 associado ao elemento d12, ou seja, eliminando a 1“

linha e a 2“ coluna da matriz D:

D12 =
�

5 �2
0 1

�
:

Encontrando a submatriz D13 associado ao elemento d13, ou seja, eliminando a 1“

linha e a 3“ coluna da matriz D:

D13 =
�

5 4
0 7

�
:

SerÆ de�nido ainda o cofator associado ao elemento dij, que Ø determinado por:

�ij = (�1)i+j � det Dij:

Encontrando o cofator para o elemento d11 que estÆ associado a submatriz D11.

�11 = (�1)1+1 � (18)

�11 = 1 � 18 = 18:

Encontrando o cofator para o elemento d12 que estÆ associado a submatriz D12.
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�12 = (�1)1+2 � (5)

�12 = �1 � 5 = �5:

Encontrando o cofator para o elemento d13 que estÆ associado a submatriz D13.

�13 = (�1)1+3 � (35)

�13 = 1 � 35 = 35:

De acordo com o teorema de Laplace, o determinante da matriz D de ordem 3,

serÆ dado por:

det D = d11 ��11 + d12 ��12 + d13 ��13

det D = 3 � 18 + (�1) � (�5) + 2 � 35 = 129:

Dessa forma encontramos o determinante da matriz D pelo Teorema de Laplace.

PROPRIEDADES DO DETERMINANTE

I. O determinante de uma matriz A nªo Ø alterado quando se troca as linhas pelas

colunas.

II. Se a matriz possuir uma linha ou uma coluna constituída apenas por elementos

nulos, o determinante dessa matriz Ø igual a zero.

III. Caso a matriz possua duas linhas ou duas colunas iguais, o determinante dessa

matriz Ø zero.

IV. Se uma matriz apresenta duas linhas ou duas colunas que possuem elementos

correspondentes proporcionais, o determinante dessa matriz Ø zero.

V. Se em uma matriz A cada elemento de uma linha ou coluna Ø resultado da soma

de duas parcelas, o determinante de A pode ser obtido pela soma dos determinantes

de duas matrizes.

VI. O determinante de uma matriz triangular superior ou inferior pode ser obtido

pela multiplicaçªo dos elementos da diagonal principal.

VII. Ao trocar duas linhas ou duas colunas entre si, o determinante muda de sinal,

ou seja, �ca multiplicado por (-1).

VIII. Quando os elementos de uma linha ou uma coluna sªo multiplicados por um

nœmero real k, o determinante da matriz tambØm deve ser multiplicado pelo nœmero

real k.
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IX. O determinante de uma matriz nªo se altera quando se somam os elemen-

tos de uma linha ou coluna aos elementos correspondentes de outra linha ou coluna

previamente multiplicados por um nœmero diferente de zero.

6.3 Eliminaçªo de Gauss

É possível encontrar o determinante de uma matriz de ordem n atravØs do pro-

cesso de triangulaçªo, o qual consiste em transformar uma matriz quadrada em uma

matriz triangular superior ou inferior (STEINBRUCH, 1987). Para transformar uma ma-

triz quadrada em uma matriz triangular superior ou inferior serÆ utilizada operaçıes

elementares entre as linhas.

As operaçıes elementares sªo as seguintes:

� Trocar a ordem de duas linhas da matriz.

� Multiplicar uma linha da matriz por uma constante diferente de zero.

� A substituiçªo de uma linha da matriz por sua soma com outra linha multiplicada

por uma constante diferente de zero.

Para esse trabalho serÆ construída apenas a matriz triangular superior. Lembre-se

que em uma matriz triangular superior os elementos que estªo abaixo da diagonal

principal devem ser nulos. Para o leitor compreender melhor esse mØtodo, considere

a matriz a seguir de ordem n.

E =

2

66666664

e11 e12 e13 e14 � � � e1n
e21 e22 e23 e24 � � � e2n
e31 e32 e33 e34 � � � e3n
e41 e42 e43 e44 � � � e4n
...

...
...

... . . . ...
en1 en2 en3 en4 � � � enn

3

77777775

A primeira linha serÆ manipulada para que o elemento e11 seja igual a 1 e atravØs

das operaçıes elementares os demais elementos da coluna 1 serªo iguais a zero, o

mesmo processo serÆ realizado para o elemento e22, a segunda linha serÆ manipulada

para que e22 sejÆ igual a 1, e os demais elementos que estªo abaixo na coluna 2,

atravØs de operaçıes elementares serªo iguais a zero, e assim por diante.

Diante disso, existem trŒs condiçıes para os elementos da diagonal principal.
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1. Caso o elemento seja igual a zero Ø necessÆrio realizar a troca de linhas e em

seguida multiplicar o det E por �1, para compensar a troca de linhas e manter o

valor do determinante.

2. Considere que o elemento Ø igual a k, nesse caso deve-se multiplicar todos os

elementos que pertencem a mesma linha de k por
1
k

, dessa forma serÆ obtido o

nœmero 1 como elemento da diagonal principal dessa linha. PorØm, para que o

determinante seja conservado deve-se multiplicar o det E pelo inverso de
1
k

, que

Ø k.

3. Caso o elemento seja igual a 1 nªo Ø necessÆrio fazer nada em relaçªo à diago-

nal principal.

O mØtodo da eliminaçªo de Gauss possui muitas etapas, porØm Ø e�ciente para

matrizes que possuam uma ordem superior a 3. Diante a quantidades de processos

repetitivos a serem realizados, serÆ feito um exemplo para uma matriz de ordem 3� 3,

para que o leitor possa entender o processo da triangulaçªo de uma matriz.

Considere a seguinte matriz:

E =

2

4
5 9 10
2 6 6
4 1 9

3

5 :

De acordo com o algoritmo de calcular o determinante, det E = 74. Agora en-

contrando o determinante da matriz E pelo mØtodo da triangulaçªo, fazendo uso das

instruçıes dadas anteriormente.

1. Multiplicando a 1” linha por
1
5

.

2. Multiplicando a 1” linha por �2 e em seguida somando a 2” linha.
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3. Multiplicando a 1” linha por �4 e em seguida somando a 3” linha.

4. Multiplicando a 2” linha por
31
12

e em seguida somando a 3” linha.

Dessa forma temos que o determinante da matriz E, pelo mØtodo da triangulaçªo

Ø:

det E = 5 � 1 �
12
5
�

37
6

det E = 74:

Esse mØtodo de triangulaçªo tambØm Ø conhecido como eliminaçªo de Gauss e

para o primeiro elemento nªo nulo de cada linha da-se o nome de pivô. Observe que

nªo necessariamente os termos da diagonal principal devem ser iguais a 1 para se

obter o determinante, basta realizar as operaçıes elementares para que os elementos

abaixo da diagonal principal sejam iguais a zero.

A triangulaçªo da matriz E, sem que os elementos da diagonal principal sejam

iguais a 1 Ø:
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E =

2

66666664

5 9 10

0
12
5

2

0 0
37
6

3

77777775

:

Onde, o determinante Ø apenas a multiplicaçªo dos termos da diagonal principal.

det E = 5 �
12
5
�

37
6

= 74:

MATRIZES EQUIVALENTE

Considerando duas matrizes A e B, tŒm-se que B serÆ equivalente a A se possuir o

mesmo determinante que B e se por meio de �nitas operaçıes elementares Ø possível

transformar A em B (STEINBRUCH, 1987).

Considere a matriz F a seguir, dada por:

A =

2

4
5 1 2
10 4 9
5 9 �2

3

5 :

O determinante da matriz A serÆ:

det A =

������

5 1 2
10 4 9
5 9 �2

������
= 5�4�(�2)+1�9�5+2�10�9�[1�10�(�2)]�(5�9�9)�(2�4�5) = �240:

Realizando a triangulaçªo da matriz F para analisar o seu determinante pelo mØ-

todo de Sarrus e Laplace.

1. A 2” linha serÆ substituída pela seguinte operaçªo elementar: L1 � (�1) + L2.

A =

2

4
5 1 2
0 2 5
5 9 �2

3

5 :

2. A 3” linha serÆ substituída pela seguinte operaçªo elementar: L1 � (�1) + L3.

A =

2

4
5 1 2
0 2 5
0 8 �4

3

5 :

3. A 3” linha serÆ substituída pela seguinte operaçªo elementar: L2 � (�4) + L3.
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A =

2

4
5 1 2
0 2 5
0 0 �24

3

5 :

Observe que nªo foram utilizadas operaçıes elementares que alterassem o va-

lor do determinante, dessa forma realizando a multiplicaçªo dos termos da diagonal

principal Ø encontrado o valor de -240 para o determinante.

Encontrando o determinante da matriz A escalonada pelo mØtodo de Sarrus.

A =

������

5 1 2
0 2 5
0 0 �24

������

det A = 5 � 2 � (�24) + 1 � 5 � 0 + 2 � 0 � 0� [1 � 0 � (�24)]� (5 � 5 � 0)� (2 � 2 � 0) = �240:

O œnico produto que nªo possui zero Ø o termo principal, em todos os outros pro-

dutos irÆ aparecer pelo menos um zero.

Encontrando agora o determinante pelo Teorema de Laplace, lembre-se que para

encontrar o determinante por Laplace deve-se utilizar a linha ou a coluna que possuir

mais zeros, dessa forma o cÆlculo �carÆ mais simples.

Escolhendo a 1“ coluna para obter o determinante.

A =

������

5 1 2
0 2 5
0 0 �24

������
= 5 �

����
2 5
0 �24

����� 0 �
����

1 2
0 �24

����+ 0 �
����

1 2
2 5

���� = �240:

Note que no Teorema de Laplace os elementos a12 e a13 sªo zeros, ou seja o

determinante da matriz A irÆ se reduzir ao seguinte produto:

Det A = a11 ��11

Onde, �11 = 11+1 � det a11:

6.4 Calculando determinantes em Python

Dada uma matriz de ordem n, deseja-se calcular o determinante dessa matriz

e para isso deve escolher um mØtodo (`lgebra e Linguagem de Programaçªo) que
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possa ser utilizado para qualquer ordem. SerÆ utilizado o Teorema de Laplace para

solucionar esse problema, dessa forma começando a escrita do código temos:

n = int(input('Digite a ordem da matriz: '))

A = []

for i in range(n):

linha = []

for j in range(n):

E = int(input('Elemento da Matriz A: linha {} e coluna {} é: '

''.format(i + 1, j + 1)))

linha.append(E)

A.append(linha)

def exibir_matriz(A):

for linha in A:

print(linha)

print('\nMatriz A\n')

exibir_matriz(A)

Dessa forma foi solicitada a ordem n para a matriz quadrada A, em seguida foi

criada a lista A=[ ]. Com isso, foi percorrida as linhas e as colunas, solicitado os

valores dos elementos que irªo compor a matriz ao usuÆrio e por �m, exibida a matriz

A (PAZ, 2018). O algoritmo irÆ ser efetuado de acordo com o Teorema de Laplace,

porØm iremos fazer a analise primeiro para uma matriz de ordem 2 � 2. Lembre-se

que a funçªo range() começa a contagem dos elementos a partir do zero, ou seja, se

a matriz possuir ordem 2� 2, a funçªo irÆ realizar a contagem 0 e 1.

Dada a matriz A:

A =
�
a00 a01
a10 a11

�

tem-se que o determinante da matriz A de ordem 2, pode ser dado da seguinte

forma:

det A =
����
a00 a01
a10 a11

���� = a00 � a11 � a01 � a10:
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Esse mØtodo Ø conhecido como Regra de Sarrus, e pode ser usado para encontrar

o determinante de matrizes que possuam ordem 2 ou 3, para matrizes que possuam

ordem superior a 3 essa regra nªo Ø vÆlida, jÆ o Teorema de Laplace permite encon-

trar o determinante para matrizes que possuam ordem igual ou superior a 3. Com isso

serÆ criada uma funçªo def determinante(A), para que no �nal possa ser retornado

o determinante da matriz, em seguida serÆ de�nido uma variÆvel nula para o determi-

nante, para que o mesmo possa ser somado a outros valores, pois, o determinante Ø

resultado da soma de produtos. Dessa forma o algoritmo irÆ possuir condiçıes, uma

para quando a matriz possuir ordem igual a 2 e outra para quando a matriz possuir

ordem superior a 2. Se a matriz possuir ordem igual a 2� 2, deve-se criar um laço de

repetiçªo if, que veri�ca se a condiçªo len(A) == 2 Ø verdadeira. Caso a condiçªo seja

verdadeira, serÆ executado o comando para calcular o determinante da matriz 2� 2, a

condiçªo len (A) Ø responsÆvel por con�rmar o "tamanho"da matriz.

def determinante(A):

det = 0

if len(A) == 2:

det = (A[0][0] * A[1][1]) - (A[1][0] * A[0][1])

return det

Concluída a primeira condiçªo, serÆ construída a segunda condiçªo if para quando

a matriz tiver ordem superior a 2� 2.

if len(A) > 2:

for j in range(len(A)):

det += A[0][j] * (-1)**(0+j) * determinante(remover(A,0,j))

return det

Nessa segunda condiçªo len(A)> 2, serÆ efetuado o determinante pelo Teorema

de Laplace e para que o leitor possa compreender essa segunda condiçªo, considere

a seguinte matriz A de ordem 3� 3.

A =

2

4
�1 4 9

7 �5 �2
0 3 6

3

5

Para a segunda condiçªo do algoritmo if len(A)>2, a linha que serÆ sempre retirada

para obter a submatriz Ø a zero, o que irÆ variar serÆ a coluna j.
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Encontrando o cofator �00:

�00 = (�1)0+0 � det A000
�00 = 1 � (�24)
�00 = �24.

Encontrando o cofator �01:

�01 = (�1)0+1 � det A01
�01 = �1 � (42)
�01 = �42.

Encontrando o cofator �02:

�02 = (�1)0+2 � det A02
�02 = 1 � (21)
�02 = 21.

O determinante da matriz A Ø dada pela soma dos produtos dos elementos da

primeira linha pelos seus respectivos cofatores, logo:

det A = a11 ��11 + a12 ��12 + a13 ��13
det A = (�1) � (�24) + 4 � (�42) � 9 � 21 = 45

PorØm, como serÆ obtida as submatrizes dentro do algoritmo?

SerÆ criada uma nova funçªo def para armazenar apenas os elemestos que irªo

pertencer a submatriz.

def remover(A,remover_i,remover_j):

B = [[int(0) for i in range(len(A)-1)] for j in range(len(A)-1)]

Assim, temos uma nova matriz B composta por elementos inteiros nulos com uma

ordem a menos que a matriz dada inicialmente, ou seja, se a matriz possuir ordem

3� 3, a submatriz irÆ possuir ordem 2� 2.
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I = 0

for i in range(len(A)):

J = 0

for j in range(len(A)):

A posiçªo de cada elemento para a linha I da nova matriz B irÆ começar em zero

e cada linha da matriz antiga possuirÆ o mesmo tamanho len(A). A posiçªo de cada

elemento para a coluna J da nova matriz B irÆ começar em zero e as colunas da matriz

antiga possuiram o mesmo tamanho len(A). Dessa forma I e J irªo percorrer a matriz

nova e i e j irªo percorrer a matriz antiga.

if j != remover_j:

B[I][J] = A[i][j]

J += 1

Para a condiçªo j!=remover_j, iremos fazer a seguinte analogia.

Lembre-se que para esse algoritmo a linha 0 Ø �xa, ou seja, nªo varia. JÆ a posiçªo

da coluna nªo Ø �xa, signi�ca dizer que quando j = 0, os elementos que pertencem a

coluna 0 nªo serªo gravados, dessa forma serÆ somado 1 a posiçªo 0, armazenando

assim apenas aqueles elementos que compıem a primeira submatriz a ser encon-

trada. O próximo valor a entrar na condiçªo j!=remover_j serÆ j = 1, sendo assim, os

elementos que pertencem a coluna 1 nªo serªo gravados e a esses elementos serÆ

adicionado 1 a sua posiçªo. Dessa forma, serªo gravados apenas aqueles elementos

que compıem a segunda submatriz a ser encontrada e por �m, j = 2 signi�ca que os

elementos que pertencem a coluna 2 nªo serªo gravados e a esses elementos serÆ

adicionado 1 a sua posiçªo, armazenando assim apenas os elementos que compıem

a terceira submatriz a ser encontrada.

if i != remover_i:

I += 1

return B

Após ser retornada a nova matriz B, a mesma irÆ entrar no laço de repetiçªo if

len(A) == 2, caso ela possua ordem igual a dois serÆ calculado o determinante da

submatriz, e em seguida serÆ calculado o cafator para o elemento que corresponde a

linha e a coluna retirada. Dessa forma, serÆ calculado os seguintes cofatores:
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A[0][0] � (�1) � �(0 + 0) � determinante(remover(A; 0; 0))
A[0][1] � (�1) � �(0 + 1) � determinante(remover(A; 0; 1))
A[0][2] � (�1) � �(0 + 2) � determinante(remover(A; 0; 2))

Após ser calculado os trŒs cofatores o algoritmo irÆ soma-los e em seguida irÆ

exibir o determinante.

print("Determinante :",determinante(A))

Após exibir o determinante o algoritmo Ø encerrado. A �gura abaixo irÆ mostrar o

algoritmo completo.

Figura 29: Algoritmo Determinante

Fonte: Autoria própria (2021).

Note que caso seja inserida uma matriz de ordem 4� 4, o algoritmo irÆ rodar atØ o

momento em que a submatriz possua ordem 2�2, para que seja calculado os cofatores

e em seguida somados.

Executando o algoritmo para a matriz A de ordem 3� 3.
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Figura 30: Run ’Algoritmo Determinante’

Fonte: Autoria própria (2021).

Executando o algoritmo para uma matriz de ordem 4� 4

Figura 31: Run ’Algoritmo Determinante 4� 4’

Fonte: Autoria própria (2021).

Como observado, o algoritmo para calcular determinante possui uma sequŒncia

lógica de passos a ser seguidos, contudo existem outras formas de calcular o deter-

minante de modo mais prÆtica utilizando a biblioteca NumPy. Bibliotecas em Python

sªo coleçıes de módulos de script acessíveis, utilizadas para simpli�car o processo

de programaçªo sem que seja necessÆrio reescrever os comandos mais usados. A

biblioteca NumPy Ø considerada uma das bibliotecas mais importantes em Python, ela

Ø capaz de realizar cÆlculos altamente complexos em `lgebra Linear, Ø utilizada na






































































