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RESUMO                        

 

 

Este trabalho tem como propósito investigar a aplicação do Método dos Mínimos 

Quadrados (MMQ), conteúdo abordado na disciplina de Cálculo Numérico do curso 

Bacharelado Interdisciplinar em Ciência e Tecnologia da Universidade Federal Rural do 

Semi-Árido (UFERSA), campus Caraúbas-RN. Para isso, foram resolvidos problemas 

contextualizados da Engenharia Civil, utilizando o software GeoGebra como ferramenta de 

apoio para a obtenção e análise dos ajustes matemáticos. Foram realizadas comparações entre 

os resultados obtidos manualmente e aqueles gerados pelo software, bem como análises dos 

erros relativos percentuais dos modelos estudados. Os resultados evidenciaram a eficiência do 

método na representação dos dados e destacaram a importância do uso de ferramentas 

computacionais no processo de ensino e aprendizagem da matemática aplicada à Engenharia 

Civil. Desse modo, o estudo enfatiza a relevância de metodologias que relacionem teoria e 

prática, tornando o ensino do Cálculo Numérico mais dinâmico, motivador e tecnicamente 

confiável para os futuros estudantes de engenharia. 

 

Palavras-chave: Cálculo Numérico. Método dos Mínimos Quadrados. GeoGebra. Engenharia 

Civil. Análise de Erros. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

ABSTRACT 

 

This study aims to investigate the application of the Least Squares Method (LSM), a 

topic covered in the Numerical Calculus course of the Interdisciplinary Bachelor’s Degree in 

Science and Technology at the Federal Rural University of the Semi-Arid Region (UFERSA), 

Caraúbas campus, Rio Grande do Norte, Brazil. To achieve this objective, contextualized 

Civil Engineering problems were solved using GeoGebra software as a supporting tool for 

obtaining and analyzing mathematical curve fittings. Comparisons were made between the 

results obtained manually and those generated by the software, as well as analyses of the 

relative percentage errors of the studied models. The results demonstrated the efficiency of 

the method in representing data and highlighted the importance of computational tools in the 

teaching and learning process of mathematics applied to Civil Engineering. Therefore, this 

study emphasizes the relevance of methodologies that connect theory and practice, making 

the teaching of Numerical Calculus more dynamic, motivating, and technically reliable for 

future engineering students. 

 

Keywords: Numerical Calculus. Least Squares Method. GeoGebra. Civil Engineering. Error 

Analysis. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

No curso Interdisciplinar em Ciência e Tecnologia, é comum que alunos enfrentem 

frustrações na disciplina de Cálculo Numérico, especialmente ao tentar compreender o 

Método dos Mínimos Quadrados (MMQ). Essa dificuldade geralmente surge porque o 

conteúdo é apresentado de forma puramente teórica e pouco contextualizada, faltando 

exemplos que conectem a matemática ao cotidiano da Engenharia Civil. Essa distância entre 

a teoria e a prática acaba gerando desmotivação e, em muitos casos, contribui para o 

abandono do curso. 

A ausência de aplicações reais compromete a capacidade do estudante de resolver 

problemas práticos e limita o uso do conhecimento adquirido ao longo da graduação. Além 

disso, a predominância de exercícios repetitivos e a falta de recursos visuais ou softwares 

educacionais em sala de aula, como a calculadora gráfica GeoGebra, restringem o 

desenvolvimento de um raciocínio mais diversos e aplicado. 

Quando o aluno não consegue ver utilidade prática no que estuda, ele sente o 

conteúdo muito distante da realidade profissional. Para mudar isso, é fundamental alinhar o 

ensino às demandas da carreira, pois, como explicam Oliveira, Melo e Rodriguez (2023), 

utilizar situações práticas da rotina do engenheiro tem um grande potencial para manter o 

estudante motivado e focado. Essa aproximação com a prática é considerada uma estratégia 

educacional que contribui significativamente para o desenvolvimento de raciocínio lógico e 

competências na comunicação com terceiros, qualidades essenciais para o sucesso na vida 

profissional (RIBEIRO; PASSOS, 2020). 

Este trabalho propõe, portanto, apresentar exercícios resolvidos e contextualizados 

na Engenharia Civil utilizando o software GeoGebra como ferramenta de apoio. O uso do 

software permite visualizar gráficos, facilitar a interpretação dos resultados e tornar o 

aprendizado mais intuitivo e dinâmico. Dessa forma, busca-se não apenas facilitar a 

compreensão dos conceitos matemáticos, mas também preparar o futuro engenheiro para os 

desafios reais da profissão, tornando a trajetória acadêmica mais motivadora. 

Em conformidade com a Portaria CNPq nº 2.664, de 6 de março de 2026, declara-se 

o uso de ferramentas de inteligência artificial como suporte ao desenvolvimento deste 

trabalho. Essas ferramentas foram utilizadas para auxiliar na elaboração de gráficos, 

organização de tabelas, revisão e correção textual. Ressalta-se que toda a interpretação dos 

resultados, a supervisão técnica e a redação final foram realizadas pela autora, que assume 
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integral responsabilidade pelo conteúdo apresentado, garantindo sua integridade e 

originalidade científica. 
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3 METODOLOGIA E OBJETIVOS 

 

Este trabalho foi desenvolvido seguindo uma metodologia de pesquisa quantitativa, 

de caráter exploratório e descritivo, fundamentada em uma revisão bibliográfica de livros 

acadêmicos consolidados na área de Cálculo Numérico. Dentre as principais obras utilizadas, 

destacam-se: N. B. Franco (2006), M. Ruggiero e V. Lopes (1996) e M. T. Monteiro (2012). 

A revisão teve como base a identificação de exemplos e exercícios que utilizam o Método 

dos Mínimos Quadrados (MMQ), com a finalidade de selecionar problemas que envolvam 

aplicações diretas na Engenharia Civil. Também foi feito o uso de literatura complementar, 

como as obras de R. Bassanezi (1988) e A. M. Neville (2011), que serviram para fornecer 

dados técnicos sobre modelagem matemática e propriedades do concreto. 

O objetivo geral deste trabalho consiste em investigar e promover o ensino do 

Método Dos Mínimos Quadrados aplicado à Engenharia Civil, por meio da análise de 

materiais didáticos e da utilização de exercícios contextualizados com apoio de softwares e 

representações visuais. Pretende-se, dessa forma, tornar o processo de aprendizagem mais 

prático, significativo e devidamente alinhado às demandas da formação profissional. 

Serão resolvidos, de maneira detalhada, com gráficos e tabelas exercícios e 

problemas de engenharia civil selecionados da bibliografia estudada. Além disso, objetiva-

se avaliar o potencial de softwares como o GeoGebra, Chat GPT, Symbolab como 

ferramentas para resolução de problemas ligados a engenharia civil, utilizando o Método 

Dos Mínimos Quadrados. 
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3 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

A aplicação da aprendizagem baseada em problemas (PBL) no ensino de engenharia 

demonstrou impactos significativos no desenvolvimento de habilidades interpessoais e 

profissionais. Segundo Oliveira, Melo e Rodriguez (2023), ao discutir sobre, disseram: 

Um grande ponto positivo dessa metodologia é que o professor pode usar 

situações práticas típicas da rotina profissional do egresso do curso em que está 

sendo aplicada, com grande potencial para manter os alunos motivados e 

dedicados à solução do desafio proposto. É considerada uma estratégia 

educacional que contribui significativamente para o desenvolvimento de 

raciocínio lógico e competências na comunicação com terceiros, qualidades 

essenciais para o sucesso na vida profissional (RIBEIRO; PASSOS, 2020 apud 

OLIVEIRA; MELO; RODRIGUEZ, 2023). 

 

Nos relatos coletados por Ribeiro (2005), os estudantes destacaram que “o módulo 

propiciou o desenvolvimento de habilidades como: noção de liderança, capacidade 

organizacional, trabalho em equipe, planejamento de atividades e visão crítica” (p. 124). 

Outros alunos ainda afirmaram ter adquirido “desinibição para falar em público, expressar 

as próprias ideias, capacidade de autoavaliação e de avaliar colegas, argumentação, iniciativa 

e criatividade” (RIBEIRO, 2005, p. 124). Isso evidencia o problema de metodologias 

passivas, como aulas teóricas que não utilizam exemplos práticos ou desafios reais, tornando 

a aprendizagem menos engajadora para os alunos. 

Com base nessa necessidade de aproximar a teoria da prática, este trabalho 

fundamenta-se nos conceitos matemáticos do ajuste de curvas para resolver problemas reais 

da Engenharia Civil. 

 

3.1 Ajuste de curvas pelo método dos quadrados mínimos 

Uma forma de se trabalhar com uma função definida por uma tabela de valores é a 

interpolação polinomial. Contudo a interpolação não é aconselhável quando: 

 a) é preciso obter um valor aproximado da função em algum ponto fora do intervalo 

de tabelamento, ou seja, quando se quer extrapolar;  

b) os valores tabelados são resultados de algum experimento físico ou de alguma 

pesquisa, porque, nestes casos, estes valores poderão conter erros inerentes que, em geral, 

não são previsíveis. Surge então a necessidade de se ajustar a estas funções tabeladas uma 

função que seja uma "boa aproximação" para os valores tabelados e que nos permita 

"extrapolar" com certa margem de segurança. 
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Considerando que os problemas analisados nesta pesquisa se baseiam em dados 

experimentais organizados em tabelas de pontos, este trabalho abordará exclusivamente o 

caso discreto do ajuste de curvas pelo Método dos Mínimos Quadrados. 

O problema do ajuste de curvas no caso em que temos uma tabela de pontos 

(x1,f(x1)), (x2, f(x2)),…, (xm,f(xm)) com x1,x2, ⋯, xm, pertencentes a um intervalo [a, b], 

consiste em: "escolhidas" n funções g
1
(x), g

2
(x), ⋯, g

n
(x), contínuas em [a, b], obter n 

constantes α1, α2, …, αn tais que a função φ(x)= α1g
1
(x) + α2g

2
(x) +⋯+ αng

n
(x) aproxime 

ao máximo de f(x). 

Nosso objetivo é encontrar os coeficientes α1, α2, …, αn tais que a função φ(x)= 

α1g
1
(x)+ α2g

2
+⋯ +αng

n
 (x) se aproxime ao máximo de f(x). 

Seja dk= f(xk) - φ(xk) o desvio em xk. Observamos que um conceito de proximidade 

é que dk seja mínimo para todo k = 1,2, ..., m.  

O método dos quadrados mínimos consiste em escolher os αj's de tal forma que a 

soma dos quadrados dos desvios seja mínima. É claro que se a soma 

∑ 𝑑𝑘
2 =𝑚

𝑘=1 ∑ (𝑓(𝑥𝑘) − 𝜑(𝑥𝑘))
2𝑚

𝑘=1  é mínima, teremos que cada parcela [𝑓(𝑥𝑘) − 𝜑(𝑥𝑘)]
2 

é pequena, donde cada desvio [𝑓(𝑥𝑘) − 𝜑(𝑥𝑘)] é pequeno. 

Portanto, dentro do critério dos quadrados mínimos, os coeficientes αk, que fazem 

com que φ(x) se aproxime ao máximo de f(x), são os que minimizam a função 

 

𝐹(α1, α2, ⋯, αn) =  ∑(𝑓(𝑥𝑘) − 𝜑(𝑥𝑘))
2

𝑚

𝑘=1 

=  

= ∑   [𝑓(𝑥𝑘) − α1g
1
(𝑥𝑘) − α2g

2
 (x) − ⋯− αng

n
 (x)]2𝑚

𝑘=1 . 

 

Observamos que, se o modelo ajustar exatamente os dados, o mínimo da função 

acima será zero e, portanto, a interpolação é um caso especial dentro do método dos 

quadrados mínimos.  

Usando o Cálculo Diferencial, sabemos que, para obter um ponto de mínimo de 

𝐹(α1, α2, ⋯, αn), temos de, inicialmente, encontrar seus pontos críticos, ou seja, 

os (α1, α2, ⋯, αn) tais que  

 

∂F

∂αj
      (α1, α2, ⋯, αn) = 0, j = 1, 2, …, n. 
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Calculando estas derivadas parciais para cada, j = 1, 2, …, n, temos  

 

∂F

∂αj
      (α1, α2, ⋯, αn)=2∑ [f(xk)-α1g

1
(xk)-…-αng

n
 (xk)]m

k=1  [-g
j
(xk)] 

 

Impondo a condição  

 

∂F

∂αj
      (α1, α2, ⋯, αn) = 0, j = 1, 2, …, n. 

 

temos 

 

∑ [f(xk)- 

m

k=1

a1g
1
(xk)-…- ang

n
(xk)][g

j
(xk)]=0,  j=1, 2, ⋯, n. 

 

Assim, 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∑[f(xk)-a1g

1
(xk)-…ang

n
(xk)]g1

(xK)=0 

m

k=1

∑[f(xk)-a1g
1
(xk)-…ang

n
(xk)]g2

(xK)=0 

m

k=1

⋮

∑[f(xk)-a1g
1
(xk)-…ang

n
(xk)]gn

(xK)=0 

m

k=1

 

 

{
 
 
 
 

 
 
 
 [∑ g

1
(xk)g1

(xk)]a1+…+[∑ g
n
(xk)g1

(xk)]an=∑ f(xk)g1
(xk)

m

k=1

m

k=1

m

k=1

[∑ g
1
(xk)g2

(xk)]a1+…+[∑ g
n
(xk)g2

(xk)]an=∑ f(xk)g2
(xk)

m

k=1

m

k=1

m

k=1

⋮

[∑ g
n
(xk)g1

(xk)]a1+…+[∑ g
n
(xk)gn

(xk)]an=∑ f(xk)gn
(xk)

m

k=1

m

k=1

m

k=1
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que é um sistema linear com n equações e n incógnitas: α1, α2, ⋯, αn. 

As equações deste sistema linear são as chamadas equações normais. 

O sistema linear (1) pode ser escrito na forma matricial 𝐴𝑎 = 𝑏: 

 

{

a11a1+a12a2+⋯+a1nan=b1

a21a1+a22a2+⋯+a2nan=b2

an1a1+an2a2+⋯+annan=bn

 

 

onde A = (aij) é tal que aij=∑ g
j
(kk)gi

(xk)=aij
m
k=1  (ou seja, A é simétrica) 

𝑎 = (α1, α2, ⋯, αn)
𝑡e 𝑏 = (b1, b2, ⋯, bn)

𝑡é tal que 

 

bi=∑ g
j
(kk)gi

(xk)
m
k=1 . 

 

Lembramos que, dados os vetores x e y ∈ ℝ𝑚 , o número real <x,y>=∑ xiyi
m
k=1  é 

chamado de produto escalar de x por y. Utilizando as notações de Ruggiero e Lopes (1996), 

podemos escrever a fórmula dos mínimos quadrados como: 

 

(

<u0  , u0>
<u0  , u1>

⋮
<u0, um>

<u1, u0> ⋯ <um  , u0>

<u1, u1> ⋯ <um  , u1>

⋮
<u1  , um>

⋯
⋯

⋯
<um  , um>

) ⋅(

a0
a1

⋮
am

)=(

<y, u0>

<y, u1>

⋮
<y, um>

)                      

 

Onde 

 

u0 = (

1

1
⋮
1

);  u1 =

(

 

x0
i

x1
i

⋮
xn

i)

 ,  i=1, 2, ..., m     e     y = (

y
0

y
1

⋮
y

n

);    

      

Exemplo 3.1.1: Dada a função y=f(x), por meio da tabela: 

 

x -1 0 1 2 

y 0 -1 0 7 
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ajustá-la por um polinômio do 2º grau, usando o método dos mínimos quadrado. 

 

Solução: Como é um polinômio do 2º grau, utilizamos a função: 

 

p
2
(x)=a0+a1x+a2x2 

 

Utilizando a fórmula para descobrir a nova matriz: 

 

(
<u0  , u0>
<u0  , u1>
<u0, u2>

<u1, u0> <um  , u0>

<u1, u1> <um  , u1>

<u1  , u2> <u2  , u2>
) ⋅ (

a0
a1

a2

)=(
<y, u0>

<y, u1>
<y, u2>

)      

 

Onde: 

 

u0 = (

1

1
1

1

),   u1 = (

-1

0
1

2

),   u2 = (

1

0
1

4

),   y = (

0

-1
0

7

).           

 

Aplicando as multiplicações e somas: 

 

<u0  , u0> =1+1+1+1=4 

<u1 , u1>=1+0+1+4=6 

<u2  , u2> =1+0+1+16=18 

<u0  , u1>=-1+0+1+2=2 = <u1, u0> 

<u0, u2>=1+0+1+4=6= <u0, u2>  

<u1 , u2>=-1+0+1+8=8=<u2, u1>  

<y, u0>=0-1+0+7=6 

<y, u1>=0+0+0+14=14 

<y, u2>=0+0+0+28=28 

 

Construindo a nova matriz: 

 

(
4
2

6

2 6
6 8
8 18

) ⋅ (
a0
a1

a2

)=(
6

14
28

) 
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{

4a0+2a1+6a2=6

2a0+6a1+8a2=14

6a0+8a1+18a2=28

     

 

{

a0+3a1+4a2=7

2a0+a1+3a2=3

3a0+4a1+9a2=14

   
L2→L2-2L1

L3→L3-3L1
 

 

{

a0+3a1+4a2=7

-5a1-5a2=-11

-5a1-3a2=-7

   L3 → L3 − L2 

 

{

a0+3a1+4a2=7

-5a1-5a2=-11

2a2=4

 

 

Resolvendo o sistema, descobrindo a2: 

2a2=4 

a2=2 

Posteriormente a1: 

-5a1-5a2=-11 

-5a1-5∙2=-11 

-5a1-10=-11 

-5a1=-1 

a1=
1

5
 

Por fim a0:  

a0+3∙
1

5
+4∙2=7 

a0+
3

5
+8=7 

a0=-1-
3

5
 

a0=-
8

5
 

Voltando a função, temos: 
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p
2
(x)=2x2+

1

5
x-

8

5
. 

 

3.2 Outros Tipos de Aproximação  

1º caso: Aproximar f(x) por uma função do tipo exponencial, isto é: 

 

f(x) ≃ ab
x
, 

 

pode ser reduzido, por uma transformação logarítmica, ao problema de aproximar: 

 

ln f(x) ≃ ln a + x ln b. 

 

Fazendo: 

 

F(𝑥)= ln f(x),     a0= ln a,   a1= ln b,   g
0
(x) = 1,     g

1
(x) = x, 

 

reduzimos o problema original ao de aproximar F (𝑥) por a0g
0
(x)+ a1g

1
(x). Assim, a0 e a1 

é a solução do sistema linear normal: 

 

(
(g

0
(x), g

0
(x))

(g
0
(x), g

1
(x))

(g
1
(x), g

0
(x))

(g
1
(x), g

1
(x))

) ⋅ (
a0

a1
) = (

(F(x), g
0
(x))

(F(x), g
1
(x))

)                     (I) 

 

Obtidos os valores de a0 e a1 a aplicação da função exponencial em a0= ln a e 

a1= ln b retorna os valores originais requeridos, isto é: a= ea0 e b = ea1. 

Observe que, em todos os casos desta seção, o método dos mínimos quadrados será então 

aplicado ao problema linearizado, seguido de um retorno aos parâmetros originais. Portanto, 

os parâmetros assim obtidos não serão, em geral, ótimos no sentido do método dos mínimos 

quadrados, pois este não terá sido aplicado ao problema original. 

 

2º caso: Aproximar f(x) por uma função do tipo geométrica, isto é: 

 

f(x) ≃ ab
x
, 
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pode ser reduzido, por uma transformação logarítmica, ao problema de aproximar: 

 

ln f(x) ≃ ln a + b ln x. 

 

Fazendo: 

 

F(𝑥)= ln f(x),     a0= ln a,   a1= b,   g
0
(x) = 1,     g

1
(x) = ln x, 

 

reduzimos o problema original ao de aproximar F (𝑥) por a0g
0
(x)+ a1g

1
(x). Assim, a0 e a1 

serão obtidos resolvendo-se o sistema linear (I). Neste caso, a volta aos parâmetros originais 

será feita usando exponencial para determinação de a, e b será simplesmente o valor de a1. 

 

3º caso: Aproximar f(x) por uma função do tipo hiperbólica, isto é: 

 

f(x) ≃  
1

a + bx
, 

 

pode ser reduzido ao problema de aproximar: 

 

1

a + bx
 ≃  a + bx. 

 

Fazendo: 

 

F(𝑥)= 
1

a + bx
 ,     a0= a,     a1= b,      g

0
(x) = 1,       g

1
(x) =  x, 

 

reduzimos o problema original ao de aproximar F (𝑥) por a0g
0
(x)+ a1g

1
(x). Assim, a0 e a1 

serão obtidos resolvendo-se o sistema linear (I). Neste caso, os parâmetros originais serão 

simplesmente o valor de a0 e a1. 

Já deu para notar como deve ser resolvido o problema. Assim, nos próximos casos, faremos 

apenas a parte da transformação a ser realizada. 

 

4º caso: Aproximar f(x) por uma função do tipo √a+bx, isto é: 
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f(x) ⋍ √a+bx 

 

pode ser reduzido ao problema de aproximar: 

 

f 2(x) ⋍  a + bx. 

 

Fazemos então: 

 

F(x)= f 
2(x) ,     a0= a,     a1= b,      g

0
(x) = 1,       g

1
(x) =  x. 

 

5º caso: Aproximar f(x) por uma função do tipo x ln (a+bx), isto é: 

 

f (x) ⋍  x ln (a + bx), 

 

pode ser reduzido ao problema de aproximar: 

 

e 
f(x)

x
 ≃  a + bx. 

 

Fazemos então: 

 

F(x)= e 
f(x)

x
 ,     a0= a,     a1= b,      g

0
(x) = 1,       g

1
(x) =  x. 

 

Daremos a seguir alguns exemplos. 

Exemplo 3.2.1: Aproximar a função y = f(x) dada pela tabela: 

 

x 0 1 2 3 

y 1 1 1.7 2.5 

 

por uma função racional, isto é: 

 

f(x) ⋍ 
a + 𝑥2

b + x
 . 
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Solução: Em primeiro lugar, devemos rearranjar a equação de tal forma que o lado direito 

seja combinação linear de funções conhecidas. Assim: 

 

f(x) ⋍ 
a + 𝑥2

b + x
 ⇒ (b+x) f(x) ⋍ a + x2  ⇒ 𝑏𝑓(𝑥)  ⋍ 𝑎 − 𝑥 𝑓(𝑥) + 𝑥2  

⟹  f(x) ⋍  
a 

b 
- 

1

b
  [x(f(x)-x)]. 

 

Fazendo: 

 

F(x)  =  f(x),    a0 = 
a

b
 ,     a1 = −

1

b
 ,      g

0
(x) = 1,       g

1
(x) =  x(f(x)-x), 

 

obtemos que F(x) ⋍ a
0
g

0
(x)+ a1g

1
(x). Assim, devemos resolver o sistema (I), 

onde: 

 

 F(x)= (

1

1
1.7

2.5

),          𝑔0(x) = (

1

1
1

1

),         𝑔1(x)= (

0

0
-0.6

-1.5

). 

 

Usando o produto escalar usual, obtemos: 

 

(
4 -2.1

-2.1 2.61
) ⋅ (

a0

a1
) = (

6.2

-4.77
), 

 

cuja solução é: a0=1.224 e a1=-1.005. Agora, desde que: 

 

a1 = −
1

b
  ⇒ b  = 

a

a1
 ⇒ b = 0.9950, 

a1 = 
a

b
 ⇒ a = a0× b ⇒ a = 1.0173 

 

obtemos: 

 

F(x) ⋍  1.224 - 1.005 [x(y(x)-x)]     e     F(x) ⋍  
1.0173+ x2

0.9950+ x
. 
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Note que a função minimizada foi: 

 

  Q =  ∑  [ F(xi)- (1.0224-1.005 xi(yi
- xi)) ]

2
3

i=0

 

 

isto é, foi minimizado o quadrado da diferença entre a função F(x) = f (x) e a função a0+ 

a1 [x(f(x)-x)]. 

 

Exemplo 3.2.2: A intensidade de uma fonte radioativa é dada por: 

 

I = I0e-αt. 

 

Através de observações, tem-se: 

 

x 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 

y 3.16 2.38 1.75 1.34 1.00 0.74 0.56 

 

Determinar I0 e 𝛼. 

Solução: Novamente devemos rearranjar a equação. Assim: 

 

I ⋍  I0e-αt ⇒ ln I ⋍  ln I0 - αt . 

 

Fazendo então:  

 

F(t) = ln I,     a0 = ln I0,     a1= -𝛼,      g
0
(t) = 1,       g

1
(t) =  t, 

 

temos que F(t) ⋍ a
0
g

0
(t)+ a1g

1
(t), assim, devemos resolver o sistema (I), onde: 
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 F(t)= 

(

 
 
 
 

1.15

0.87
0.56

0.30

0.00

-0.30

-0.58)

 
 
 
 

,          𝑔0(t) = 

(

 
 
 
 

1

1

1

1
1

1

1)

 
 
 
 

,         𝑔1(t)= 

(

 
 
 
 

0.2

0.3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8)

 
 
 
 

. 

 

Usando o produto escalar usual, obtemos: 

 

(
7 3.5

3.5 2.03
) ⋅ (

a0

a1
) = (

2.0

0.19
), 

 

cuja solução é: a0=1.7304 e a1=-2.8893. Agora, desde que: 

 

a1 = -α  ⇒  α = 2.8893,      a0 =  ln I0  ⇒  I0= ea0 ⇒ I0 = 5.6429, 

 

obtemos: 

F(t) ≃ 1.7304-2.8893t;      I ≃ 5.6429e-2.8893t.  

 

A função minimizada foi: 

 

Q =  ∑  {F(ti)- (1.73-2.89ti)}
2

6

i=0

. 

 

3.3 Eficácia e Rigor Algorítmico do Software GeoGebra na Aplicação do MMQ 

 

Ao usar o Método dos Mínimos Quadrados (MMQ) em problemas reais, a quantidade 

de cálculos é muito grande, o que seria cansativo e facilitaria erros se tudo fosse feito apenas 

à mão. Por isso, o uso do software GeoGebra se justifica por ele ser uma ferramenta forte e 

confiável para lidar com números. 

 A eficiência do programa vem de suas fórmulas internas (algoritmos), feitas para 

diminuir os erros de forma automática. Seguindo o que diz o Manual Oficial do GeoGebra 

(2024), esse processo garante que os modelos criados tenham um alto rigor matemático, e 

que o método de aproximação de funções utilizado pelo GeoGebra é o dos mínimos 

quadrados (Manual do GeoGebra, Fit Command, 2024). Um ponto muito importante para 
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essa segurança é que o software trabalha com muitas casas decimais, o que, como explica 

Monteiro (2012), evita os erros de arredondamento que acontecem quando fazemos muitas 

contas seguidas no papel. 

Essa ajuda tecnológica combina com o que defendem autores como Franco (2006), 

que afirma que o computador permite resolver problemas difíceis e mostra que o Cálculo 

Numérico é uma ferramenta prática para o dia a dia. Além disso, Ruggiero e Lopes (1996) 

destacam que esses programas facilitam o uso e a adaptação de diferentes fórmulas 

matemáticas. 

Além de ser exato nos números, o GeoGebra tem a vantagem de mostrar os resultados 

em gráficos. Isso permite ver na hora se o desenho da curva combina com os pontos que 

foram medidos na prática. Como mostraremos nas comparações deste trabalho, os resultados 

do programa foram iguais ou até melhores que os manuais, o que sugere que o software é 

um recurso seguro para tomar decisões em projetos de engenharia. 

 

3.4 Aplicações em áreas diversas 

 

A partir dos exercícios apresentados nas obras analisadas, observa-se que alguns 

problemas permitem uma ligação direta entre os conceitos matemáticos e situações práticas 

da Engenharia Civil, enquanto outros se mantêm excessivamente padronizados. Nesse 

contexto, este capítulo destacará alguns exemplos específicos que se sobressaíram ao longo 

da análise realizada. 

Inicialmente, serão apresentadas algumas questões de diferentes áreas do 

conhecimento, também extraídas das obras analisadas, com o objetivo de evidenciar a 

versatilidade do método dos mínimos quadrados. Essas questões serão resolvidas com o 

auxílio do software GeoGebra, sendo a escolha desse método justificada posteriormente. 

Para demonstrar a versatilidade do Método dos Mínimos Quadrados antes de 

adentrarmos especificamente nos problemas de Engenharia Civil, apresenta-se nesta seção 

uma aplicação voltada ao manejo agropecuário. 
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Exemplo 3.1: Transcrito de BASSANEZI, Rodney Carlos; FERREIRA JR., Wilson 

Castro — Equações Diferenciais com Aplicações, p 82, Projeto 1. (Gráfico e resolução 

de autoria própria). 

A criação de frangos em granjas, para o mercado de carne, é um empreendimento bem 

rendoso quando o abate é efetuado no instante correto. O gráfico abaixo representa um 

"controle de manejo", onde aparece seu crescimento semanal em peso: 

 

Figura 1: Gráfico razão peso/idade. 

  

Fonte: Autoria própria, com uso do Gemini e Overleaf. 

a) utilize os dados das semanas 1, 2, 3, 4, 5 e 6 para estimar, através de um ajuste linear feito 

por mínimos quadrados, o peso médio das aves na semana 10. 

b) observando os dados do gráfico, responda e justifique se o ajuste linear estimou de forma 

adequada o peso na semana 10. 

c) utilizando o ajuste linear, estime a semana em que o peso médio das aves será 1 quilo. 

 

Solução – Software Geogebra 

O problema consiste em modelar o crescimento semanal do peso de aves para fins 

de planejamento de abate. Através do software GeoGebra, será realizado um ajuste linear 

sobre os dados experimentais, visando estabelecer uma função que descreva a tendência de 

crescimento e permita realizar estimativas de peso e tempo. 
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Inicialmente, os dados fornecidos foram organizados e inseridos no software 

GeoGebra, no qual foi realizado o ajuste linear, possibilitando a obtenção de uma função 

que melhor representa o comportamento dos dados. 

a) O primeiro passo consiste em acessar o site https://www.geogebra.org/classic, e 

utilizar a funcionalidade de planilha eletrônica, localizada do lado direita da tela. Nas 

colunas A e B, inserem-se os dados experimentais das seis primeiras semanas fornecidos na 

questão. Em seguida, com as duas colunas selecionadas, clicou-se no ícone de “Analise 

Bivariada”.  

Na nova janela, com o gráfico de dispersão com os pontos experimentais plotados, 

selecionou-se no menu suspenso de "Modelo de Regressão” a opção "Linear". O software 

exibirá instantaneamente o gráfico de dispersão com os pontos plotados e a reta de ajuste 

que melhor se aproxima dos dados, acompanhada da respectiva equação da reta: 

 

Figura 2: Seleção do modelo de regressão linear. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

O software gerou instantaneamente a reta de ajuste e a respectiva equação: 

 

y = 0.076 x - 0.0369 

 

Ao inserir o valor 10 para a variável x (semanas), o GeoGebra calcula 

automaticamente o valor de y, resultando no peso médio estimado para aquela idade. 

 

https://www.geogebra.org/classic
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Figura 3: Função peso médio. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

b) O peso médio das aves na semana 10 é de 0.7234. Observando os dados, o valor 

real na semana 10 é aproximadamente 0,760 kg, enquanto o ajuste linear fornece uma 

estimativa ligeiramente inferior. Ainda assim, o modelo apresenta boa aproximação e 

acompanha a tendência dos dados, sendo adequado para a análise. 

c) Ainda utilizando o modelo linear obtido, busca-se estimar a semana em que o peso 

médio das aves atinge 1 kg, isto é, quando y=1. Para isso, resolve-se a equação da reta 

ajustada, determinando o valor de x correspondente por meio da barra de entrada. Assim, 

obtém-se uma estimativa da semana em que as aves atingem o peso de abate. 

 

Figura 4: Semana estimada. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

A partir da resolução da equação 1=0,076x−0,0369 na barra de entrada do 

GeoGebra, obteve-se o valor de x=13,64 semanas. Este resultado representa a estimativa de 

tempo necessária para que as aves atinjam o peso de abate de 1 kg. 

 

Exemplo 3.2: Transcrito de MONTEIRO, Maria Teresa Torres – Métodos Numéricos: 

exercícios resolvidos aplicados à Engenharia e outras Ciências, p 120, exercício 4. (Itens 

adicionais e resolução de autoria própria). 

A tabela seguinte contém os registos efetuados dos valores médios da radiação solar numa 

região de Portugal para alguns meses do ano: 
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x J(1) F(2) M(3) A(4) M(5) J(6) J(7) A(8) S(9) O(10) N(11) D(12) 

y 122 - 188 - - 270 - - - 160 - 120 

 

a) utilize todos os dados disponíveis para estimar, ajustando o modelo M(x) = c1x + 

c2sen(x) no sentido dos mínimos quadrados, a radiação média de agosto. 

b) observando os dados da tabela, responda e justifique se o ajuste linear estimou de forma 

adequada a radiação média de outubro. 

c) utilizando o ajuste por mínimos quadrados, estime a radiação solar média do mês de 

fevereiro do ano seguinte. 

 

Solução – Software Geogebra 

Para auxiliar na visualização da oscilação da radiação solar ao longo dos meses e 

facilitar a compreensão do problema, apresenta-se a ilustração a seguir: 

 

Figura 5: Variação da Radiação Solar. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do NotebookLm. 

 

A questão propõe a utilização do método dos mínimos quadrados para estimar 

valores de radiação solar a partir dos dados fornecidos na tabela, utilizando um modelo 

ajustado para representar o comportamento dos dados ao longo dos meses. A partir desse 

ajuste, busca-se realizar estimativas para valores não apresentados diretamente na tabela, 

analisando a adequação do modelo obtido. 

a) No site do GeoGebra, na parte destinada à planilha, foram inseridos os dados 

correspondentes aos meses e aos respectivos valores médios de radiação solar. Em seguida, 

os dados foram selecionados e transformados em uma lista de pontos (l1). 
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Figura 6: Lista de pontos. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Na Barra de Entrada, utilizou-se o comando de ajuste funcional, colando, 

“Regressão(l1, {x, sin(x)})”. A partir deste comando, o software calculou os coeficientes c1 

e c2 que minimizam a soma dos quadrados dos resíduos. 

 

Figura 7: Comando de regressão. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

A partir da obtenção desta função contínua, foi possível realizar a estimativa para o 

mês de agosto, correspondente a x=8, através da avaliação direta da função no ponto 

solicitado. 
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Figura 8: Estimativa do mês de agosto. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

b) Realizou-se também uma comparação entre o valor real de 160 unidades e o valor 

projetado pela função ajustada para x=10. 

 

Figura 9: Estimativa do mês de outubro. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Substituindo x=10 na função ajustada, obteve-se aproximadamente 166,5171, valor 

relativamente próximo ao apresentado na tabela. Dessa forma, observa-se que o ajuste por 

mínimos quadrados acompanha adequadamente a tendência geral dos dados.  

c) Ainda utilizando o modelo ajustado obtido anteriormente, buscou-se estimar a 

radiação solar média para o mês de fevereiro do ano seguinte. Como os meses foram 

representados numericamente de forma sequencial, considerou-se x=14. 
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Figura 10: Estimativa do mês de fevereiro do ano seguinte. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Portanto, a estimativa da radiação solar média para fevereiro do ano seguinte foi de 

aproximadamente 493,0064. 

 

Exemplo 3.3: Transcrito de MONTEIRO, Maria Teresa Torres – Métodos Numéricos: 

exercícios resolvidos aplicados à Engenharia e outras Ciências, p 118, exercício 3. 

(Gráfico e resolução de autoria própria). 

O consumo de gás natural sofre uma redução significativa durante os meses de Verão. Na 

tabela seguinte estão registrados alguns valores recolhidos ao longo do ano de 2006. 

 

Mês 1 3 4 6 9 12 

Consumo 20.0 7.5 6.5 7.0 10.0 A 

 

Uma companhia de gás sugeriu um modelo do tipo 

 

M(x;c1,c2) = 
c1x3+c2

x
 

 

para estimar o consumo de gás em qualquer altura do ano. No sentido dos mínimos 

quadrados e considerando a amostra de 6 pontos; 

a) comece por apresentar o sistema de equações lineares que deve construir para calcular os 

parâmetros c1 e c2, em função de A; 

b) considerando A=15.0 apresente o modelo sugerido.  
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Solução – Software Geogebra 

Para auxiliar na visualização do comportamento dos dados apresentados no 

enunciado, elaborou-se a representação gráfica a seguir: 

 

Figura 11: Gráfico do Consumo de Gás. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Google Gemini. 

 

A questão propõe a utilização do método dos mínimos quadrados para determinar 

um modelo capaz de representar o consumo de gás natural ao longo dos meses do ano, a 

partir dos dados fornecidos na tabela. O modelo sugerido relaciona o consumo com os meses 

por meio de uma função específica, permitindo estimar o comportamento dos dados e obter 

os parâmetros necessários para a construção da função ajustada. 

Através do software GeoGebra, demonstraremos como é possível realizar o ajuste de 

parâmetros específicos (c1 e c2) de forma automatizada, garantindo a precisão numérica e a 

visualização gráfica da aderência do modelo aos dados reais coletados, reforçando a eficácia 

do software para além das funções elementares. 

a) Inicialmente, os valores correspondentes aos meses e aos respectivos consumos 

de gás foram inseridos na planilha. Para o último ponto da amostra, referente ao mês 12, foi 

adotado o valor A=15,0, conforme solicitado na questão. Em seguida, os dados foram 

selecionados e transformados em uma lista de pontos, gerando uma lista denominada l1, 

exibida na Janela de Álgebra. 
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Figura 12: Lista de pontos. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Posteriormente, utilizou-se a barra de entrada para a execução do ajuste de curvas. 

Uma vez que o modelo sugerido, M(x)=c1x2+
c2

x
, não corresponde a uma regressão 

polinomial simples pré-definida, foi aplicado o comando “Regressão(l1, {x^2, 1/x})” na 

barra de entrada. Este comando solicita que o GeoGebra aplique o método dos mínimos 

quadrados para encontrar os coeficientes c1 e c2 que melhor ajustam a lista de pontos l1 às 

funções base x2 e 
1

x
. 
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Figura 13: Comando aplicado. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Como resultado imediato, o GeoGebra gerou a função de ajuste e plotou a curva 

correspondente. 

 

Figura 14: Função obtida. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra (2026). 

 

b) Obteve-se a função modelada f(x)=0.0938 x2+19.9631 ⋅ 
1

x
 , o que permite 

identificar os parâmetros fundamentais do problema como c1 ≈ 0.0938 e c2 ≈ 19.9631. 

Substituindo os coeficientes calculados na estrutura sugerida pela companhia de gás, o 

modelo final de estimativa de consumo é apresentado como: 

 

M(x) =  
0.0938x3+19.531

x
. 
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Exemplo 3.4: Autoria própria, baseado no gráfico obtido no site do TRIBUNAL DE 

CONTAS DA UNIÃO (TCU) — Contas do Governo 2022: 02 Dívida Pública. (Itens 

adicionais e resolução de autoria própria). 

Observe o gráfico abaixo: 

Figura 15: Dívida Bruta do Governo Geral (DBGG) em relação ao PIB. 

 

Fonte: TCU. 

a) faça um ajuste linear pelo método dos mínimos quadrados, nesse caso, utilize os dados 

percentuais de todos os anos que aparecem na tabela. 

b) use a função linear ajustada para estimar a Dívida Bruta do Governo Geral (DBGG) do 

ano de 2017. 

c) sabendo que a DBGG de 2017 foi 73,7% do PIB, responda e justifique se a função linear 

que estimou adequadamente esse valor. 

d) utilizando a função linear, estime o ano em que a DBGG chegaria a 100%. 

 

Solução – Software Geogebra 

Utilizando o software GeoGebra, realizaremos um ajuste linear sobre a série histórica 

completa, demonstrando como esta ferramenta facilita a análise de indicadores nacionais e 

permite realizar extrapolações temporais com maior estabilidade matemática. 

a) Inicialmente, os dados foram inseridos na "Planilha de Cálculos". Na coluna A, 

listaram-se os anos e, na coluna B, os respectivos percentuais da dívida. Após a seleção dos 

dados na planilha, utiliza-se a ferramenta "Análise de Regressão Bivariada". No menu de 
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modelos, seleciona-se a opção "Linear". O software fornecerá automaticamente a reta e a 

função linear ajustada pelo método dos mínimos quadrados: 

 

Figura 16: Gráfico e função. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

b) Com a função ajustada definida, realizou-se a extrapolação referente ao ano de 

2017 por meio da substituição do valor x=2017. A partir desse procedimento, obteve-se o 

valor estimado de y, correspondente à porcentagem da dívida projetada com base na 

tendência observada nos anos anteriores. 

 

Figura 17: DBGG para o ano de 2017. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Através deste modelo, estimou-se que a DBGG para o ano de 2017 seria de 

aproximadamente 71,28%.  

c) Ao comparar este resultado com o valor real de 73,7%, observa-se que a função 

linear estimou o valor de forma satisfatória, com um erro residual reduzido, capturando a 

tendência de aceleração do endividamento público. 
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d) Ainda utilizando a função linear ajustada, buscou-se estimar o ano em que a 

DBGG atingiria 100% do PIB, isto é, quando y=100. Para isso, resolveu-se a equação da 

reta ajustada utilizando a barra de entrada. 

 

Figura 18: Ano em que a dívida atingirá 100% do PIB. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Através do modelo ajustado, foi possível não apenas validar a proximidade com os 

dados reais de 2017, mas também projetar que, mantida a tendência observada entre 2011 e 

2016, a dívida cruzaria a marca de 100% do PIB durante o ano de 2024. 

 

Exemplo 3.5: Autoria própria, baseado no gráfico obtido no site do TRIBUNAL DE 

CONTAS DA UNIÃO (TCU) — Contas do Governo 2022: 02 Dívida Pública. (Itens 

adicionais e resolução de autoria própria). 

Observe o gráfico abaixo: 

 

Figura 19: Dívida bruta do governo geral. 

 

Fonte: TCU. 
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a) utilize os dados percentuais de todos anos do gráfico para estimar, através de uma função 

linear ajustada pelo método dos mínimos quadrados, a DBGG de 2028. 

b) sabendo que especialistas estimam a DBGG de 2028 em 76,7%, responda se a função 

linear ajustada que estimou de forma adequada esse valor e justifique. 

 

Solução – Software Geogebra 

A questão propõe a utilização do método dos mínimos quadrados para ajustar uma 

função linear capaz de representar o comportamento percentual da Dívida Bruta do Governo 

Geral (DBGG) em relação ao PIB ao longo dos anos apresentados no gráfico. A partir desse 

ajuste, busca-se estimar o valor correspondente ao ano de 2028 e analisar se a função 

ajustada fornece uma estimativa coerente em relação ao valor previsto pelos especialistas. 

a) Inicialmente, acessou-se o site do GeoGebra Classic e selecionou-se a opção da 

“Planilha de Cálculos” localizada do lado direita da tela. Na primeira coluna da planilha, 

foram inseridos os anos correspondentes aos dados do gráfico, enquanto na segunda coluna 

foram inseridos os respectivos percentuais da DBGG em relação ao PIB. A aplicação do 

comando de ajuste linear “RegressãoLinear(l1)” sobre o conjunto de dados permitiu a 

obtenção de uma função do primeiro grau. 

 

Figura 20: Obtenção da função. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

O software retornou a equação da reta que minimiza a soma dos quadrados dos 

desvios. A partir dessa função, realizou-se a inserindo o comando f(2028) no campo de 

entrada, obtendo-se o valor projetado pelo modelo matemático puro. 

 



42 

 

Figura 21: Estimativa para o ano de 2028. 

 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

b) Sabendo que especialistas estimam a DBGG de 2028 em 76,7%, comparou-se esse 

valor com a estimativa obtida pela função linear ajustada, que resultou em aproximadamente 

81,99%. Observa-se que o modelo apresentou um valor superior ao previsto pelos 

especialistas, indicando uma superestimação em relação ao valor esperado. 

Ainda assim, a função linear acompanha a tendência geral dos dados apresentados 

no gráfico, especialmente devido ao crescimento acentuado observado em 2020, o que 

influencia diretamente o ajuste da reta. Dessa forma, embora a estimativa não coincida 

exatamente com o valor previsto pelos especialistas, o modelo linear ainda representa de 

maneira coerente o comportamento geral dos dados analisados. 
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3 METODOLOGIA E OBJETIVOS 

 

Este trabalho foi desenvolvido seguindo uma metodologia de pesquisa quantitativa, 

de caráter exploratório e descritivo, fundamentada em uma revisão bibliográfica de livros 

acadêmicos consolidados na área de Cálculo Numérico. Dentre as principais obras utilizadas, 

destacam-se: N. B. Franco (2006), M. Ruggiero e V. Lopes (1996) e M. T. Monteiro (2012). 

A revisão teve como base a identificação de exemplos e exercícios que utilizam o Método 

dos Mínimos Quadrados (MMQ), com a finalidade de selecionar problemas que envolvam 

aplicações diretas na Engenharia Civil. Também foi feito o uso de literatura complementar, 

como as obras de R. Bassanezi (1988) e A. M. Neville (2011), que serviram para fornecer 

dados técnicos sobre modelagem matemática e propriedades do concreto. 

O objetivo geral deste trabalho consiste em investigar e promover o ensino do 

Método Dos Mínimos Quadrados aplicado à Engenharia Civil, por meio da análise de 

materiais didáticos e da utilização de exercícios contextualizados com apoio de softwares e 

representações visuais. Pretende-se, dessa forma, tornar o processo de aprendizagem mais 

prático, significativo e devidamente alinhado às demandas da formação profissional. 

Serão resolvidos, de maneira detalhada, com gráficos e tabelas exercícios e 

problemas de engenharia civil selecionados da bibliografia estudada. Além disso, objetiva-

se avaliar o potencial de softwares como o GeoGebra, Chat GPT, Symbolab como 

ferramentas para resolução de problemas ligados a engenharia civil, utilizando o Método 

Dos Mínimos Quadrados. 
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4 APLICAÇÕES 

 

Em seguida, serão abordadas as aplicações voltadas à Engenharia Civil. A partir de 

agora os exemplos serão resolvidos utilizando três abordagens distintas: o método manual, 

o software Symbolab e o software GeoGebra, com o objetivo de permitir a comparação entre 

os métodos, evidenciando suas particularidades, vantagens e a eficiência de cada um na 

obtenção dos resultados. 

 

Exemplo 4.1: FRANCO, Neide Bertoldi – Cálculo Numérico, p 279, exemplo 7.6.  

A resistência à compressão do concreto, σ, decresce com o aumento da razão água/cimento, 

𝜔

𝑐
  (em galões de água por saco de cimento). A resistência à compressão de três amostras de 

cilindros para várias razões 
𝜔

𝑐
 está mostrada na Figura 22: 

 

Figura 22: Gráfico razão água/cimento. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Notebooklm, baseado em Franco. 

 

e os cujos valores estão na tabela: 
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Figura 23: Dados experimentais da resistência à compressão do concreto. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Notebooklm, baseado em Franco. 

 

a) Usando o método dos mínimos quadrados, ajuste σ aos dados, utilizando uma função do 

tipo: k1.e
-k2

w

c . 

b) Compare os valores da curva obtida no item a) com os do gráfico, para verificar (por 

inspeção), se a curva obtida para σ é uma boa aproximação. 

A fim de possibilitar uma análise comparativa, a questão será abordada por três 

métodos distintos: a resolução manual, com o auxílio de calculadora científica, a resolução 

por meio do Symbolab e a aplicação no software GeoGebra, permitindo observar as 

particularidades de cada procedimento, bem como a precisão e a praticidade dos resultados 

obtidos. 

 

Solução 1 – Manual: 

Inicialmente, apresenta-se a resolução manual do problema, realizada com o auxílio 

de calculadora científica. Nessa etapa, os cálculos são desenvolvidos passo a passo, de forma 

detalhada, a fim de evidenciar a aplicação do método dos mínimos quadrados e facilitar a 

compreensão do procedimento adotado. Para garantir maior precisão nos resultados obtidos, 

foram consideradas todas as casas decimais fornecidas pela calculadora ao longo dos 

cálculos. 
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a) Utilizando o método dos mínimos quadrados, a questão tem como objetivo 

determinar uma função exponencial que melhor se ajuste aos dados experimentais 

apresentados, conforme o modelo: 

 

f(x)  = k1 ⋅  e
-k2x 

 

onde f(x) representa a resistência à compressão do concreto, x representa a razão 

água/cimento, e k₁ e k₂ são constantes a serem determinadas. 

Para tornar uma função linear, é necessário aplicar o logaritmo natural em ambos os 

lados da equação. Dessa forma, obtém-se: 

 

ln f(x) = lnk1 ⋅  e
-k2x 

 

Utilizando as propriedades dos logaritmos, tem-se: 

 

lnf(x) = lnk1 + lne-k2x 

lnf(x) = lnk1 - k2x ⋅ lne 

 

Como ln e=1, então: 

 

lnf(x) = lnk1 - k2x 

 

Fazendo as seguintes substituições: 

 

a0 = lnk1 

a1= - k2  

F(x) =  lnf(x)  

 

Correspondendo a uma função linear, permitindo a aplicação do método dos mínimos 

quadrados para determinar os valores das constantes, a equação final será: 

 

F(x) = a0 + a1x                                                          (2) 
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Aplicando o método dos mínimos quadrados à equação (2), obtêm-se os valores das 

constantes a0 e a1. Com esse objetivo, calculam-se os somatórios necessários com base nos 

dados apresentados na tabela fornecida na questão, conforme mostrado na Tabela 1. 

 

Tabela 1: Valores utilizados na aplicação do método dos mínimos quadrados. 

u0 u1 F 

1 4,5 ln 7000 

1 5 ln 6125 

1 5,5 ln 5237 

1 6 ln 4665 

1 6,5 ln 4123 

1 7 ln 3810 

1 7,5 ln 3107 

1 8 ln 3070 

1 8,5 ln 2580 

1 9 ln 2287 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com base em Franco. 

 

Aplicando o método dos mínimos quadrados na forma matricial e operando os somatórios: 

 

(
<u0,  u0> <u0,  u1>

<u1,  u0> <u1,  u1>
) ⋅ (

a0

a1
)= (

<F,  u0>

<F,  u1>
)                          (3) 

 

<u0,  u0> =10   

 

<u1,  u1> =20,25+25+30,25+36+42,25+49+56,25+64+72,25+81=476,25   

 

<u0,  u1> =4,5+5+5,5+6+6,5+7+7,5+8+8,5+9=67,5 

 

Usando a propriedade ln 𝑎 + ln 𝑏 = ln  (𝑎⋅ 𝑏): 

 

<F,u0> = ln (7000) + ln(6125)+ ln(5237)+ ln(4665)+ ln(4123)+ ln(3810) 

+ln(3107)+ ln(3070)+ ln(2580)+ ln(2287)= 82,81625409375168 
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<F,  u1>= 39,84149443+43,60067018+47,09927258+50,68705868+54,10818616+ 

57,71769128+60,31059682+64,23546272+66,77212976+69,61496575=553,9875282944852 

 

Retomando a matriz (2): 

 

(
10 67,5

67,5 476,25
) ⋅ (

a0

a1
)= (

82,81625409375168

553,9875282944852
) 

 

Montando o sistema para descobrir a0 e a1: 

 

{
10a0+67,5a1=82,81625409375168

67,5a0+476,25a1=553,9875282944852
 

 

  𝑎0 =
82,81625409375168-67,5a1

10
                                        (3) 

 

Substituindo:  

 

67,5⋅ (
82,81625409375168-67,5a1

10
) + 476,25𝑎1=553,987528944852 

559,00971513282384-455,625a1+476,25a1=553,9875282944852 

559,00971513282384+20,625a1=553,9875282944852 

 

Isolando a1: 

 

20,625a1= -5,022186838 

a1= 
-5,022186838

20,625
 

a1= -0,2434999679 

 

Retomando a equação (3) e descobrindo a0:  

 

a0= 
82,81625409375168 -67,5 ⋅ (-0,2434999679)

10
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a0= 9,925250193 

. 

Após a definição dos coeficientes, obtêm-se as constantes da função exponencial original 

por meio das relações: 

 

a0= ln k1  

  k1=ea0 

 

Substituindo o valor encontrado: 

 

k1=e9,925250193 

k1=20440,02348 

e 

 

a1= - k2 

k2= -a1 

k2=0,2434999679 

 

Dessa forma, a função exponencial ajustada é dada por: 

 

f(x) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679x  

 

Diante disso, a equação obtida representa o modelo matemático que melhor se ajusta 

aos dados fornecidos. Essa função descreve a relação entre a resistência à compressão do 

concreto e a razão água/cimento, possibilitando estimar valores da resistência para diferentes 

razões com base no ajuste realizado por meio do método dos mínimos quadrados.  

Logo, basta substituir o valor de x solicitado na questão na função exponencial 

obtida, a fim de determinar o valor correspondente da resistência à compressão do concreto. 

 

f(4,5) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅  4,5= 6832,871833  

f(5) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅  5= 6049,617667 

f(5,5) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅ 5,5= 5356,148164 

f(6) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 . 6= 4742,171279 
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f(6,5) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅  6,5= 4198,574751 

f(7) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅ 7= 3717,290857 

f(7,5) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅ 7,5= 3291,176682 

f(8) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅ 8= 2913,908103 

f(8,5) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅  8,5= 2579,885936 

f(9) = 20440,02348 ⋅ e-0,2434999679 ⋅  9= 2284,15283 

 

Portanto, os valores estimados foram determinados por meio da função exponencial 

obtida. Esses valores serão utilizados no cálculo do erro percentual relativo.  

b) O erro relativo percentual foi calculado com o objetivo de avaliar a discrepância 

entre os valores experimentais da resistência à compressão do concreto e os valores 

estimados pela função ajustada. Para isso, utilizou-se a seguinte expressão: 

 

Er = |
σreal - σestimado

σreal

|  

 

A partir da substituição dos valores na expressão apresentada, sendo σreal o valor 

experimental fornecido na tabela e σestimado como o valor obtido por meio da função 

exponencial ajustada pelo método dos mínimos quadrados, foram obtidos os erros relativos 

percentuais apresentados na Tabela 2 abaixo. 
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Tabela 2: Comparação entre valores reais, estimados e erro percentual. 

Razão ω∕c (x) σreal  σestimado Erro relativo percentual (Er) 

4,5 7000 6832,871833 2,387545243% 

5 6125 6049,617667 1,230731967% 

5,5 5237 5356,148164 2,275122475% 

6 4665 4742,171279 1,654261072% 

6,5 4123 4198,574751 1,833003905% 

7 3810 3717,290857 2,43331084% 

7,5 3107 3291,176682 5,92779794% 

8 3070 2913,908103 5,084426612% 

8,5 2580 2579,885936 0,00421085271% 

9 2287 2284,15283 0,1244936598% 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com base em Franco. 

 

Esses resultados revelam que o ajuste exponencial obtido pelo método manual 

apresentou um alto índice de confiabilidade, visto que os erros relativos percentuais obtidos 

foram, de modo geral, baixos, apresentando um valor mínimo de 0,004% (para a razão 

ω∕c = 8,5) e um máximo de 5,93% (para a razão ω∕c = 7,5). Esses índices indicam uma boa 

concordância entre os valores experimentais e os valores estimados pela função exponencial 

ajustada.  Sendo assim, o modelo exponencial obtido por meio do método dos mínimos 

quadrados representa adequadamente o comportamento da resistência à compressão do 

concreto em função da razão água/cimento. Dessa forma, verifica-se que o método dos 

mínimos quadrados foi eficaz no ajuste dos dados experimentais.  

Posteriormente, a fim de validar os resultados obtidos analiticamente, realizou-se o 

ajuste da função exponencial utilizando o software Symbolab. Essa ferramenta permite 

aplicar o método dos mínimos quadrados de forma computacional, possibilitando a obtenção 

dos coeficientes do modelo e a verificação da precisão do ajuste realizado. 

 

Solução 2 – Software Symbolab: 

 

Na segunda abordagem, a questão será resolvida com o auxílio do Symbolab, 

ferramenta computacional utilizada para verificar os cálculos e comparar os resultados 
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obtidos na resolução manual, permitindo maior agilidade no desenvolvimento das operações 

matemáticas. 

a) Inicialmente, realizou-se o desenvolvimento analítico da equação exponencial de 

forma manual, utilizando as propriedades dos logaritmos para linearizar a função e obter 

uma expressão adequada, conforme apresentado na equação (2). 

 

f(x) = a0 + a1x 

 

Feito isso, o próximo passo consiste em realizar os somatórios utilizando os valores 

apresentados na Tabela 1, a fim de determinar os coeficientes a0 e a1. 

 

<u0,  u0> =10 

<u1,  u1> = 476,25 

<u0,  u1> ou  <u1,  u0> = 67,5  

<F, u0> = 82,81625 

<F, u1> = 553,98752 

 

Após a obtenção dos somatórios, os valores foram substituídos na matriz (3), por meio da 

qual foram determinados os coeficientes a0 e a1. 

 

(
10 67,5

67,5 476,25
) ⋅ (

a0

a1
)= (

82,81625

553,98752
) 

a0=9,92525 

a1= -0,24349 

 

Relembrando os conceitos iniciais para descobrir f(x): 

 

a0= ln k1  

  k1=ea0 

k1=e9,92525 

k1=20440,01953 

e  

 

a1= - k2 
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k2= -a1 

k2=0,24349 

 

Logo, 

 

f(x)=20440,01953⋅ e-0,24349x 

 

Posteriormente, com a função exponencial ajustada, os valores de x apresentados na 

Tabela 3 foram substituídos na equação encontrada, com o auxílio da plataforma Symbolab. 

Os resultados obtidos correspondem às imagens da função f(x), permitindo analisar o 

comportamento do modelo exponencial e verificar sua adequação aos dados experimentais. 

 

Tabela 3: Valores estimados da função exponencial obtidos pelo Symbolab. 

x f(x) 

4,5 6833,17701 

5 6049,91801 

5,5 5356,44077 

6 4742,45398 

6,5 4198,84597 

7 3717,54952 

7,5 3291,42210 

8 2914,13991 

8,5 2580,10403 

9 2284,35731 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com o uso da plataforma do Symbolab. 

 

Observa-se que os valores estimados apresentam boa concordância com os dados 

experimentais, evidenciando que o modelo exponencial obtido pelo método dos mínimos 

quadrados, com auxílio do Symbolab, representa adequadamente os dados analisados. 

 b) Com base nesses valores estimados, procedeu-se ao cálculo do erro relativo 

percentual, utilizando a expressão: 
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Er = |
σreal - σestimado

σreal

|  

 

Substituindo os valores na expressão apresentada, foram obtidos os erros relativos 

percentuais apresentados na Tabela 4 abaixo. 

 

Tabela 4: Comparação entre valores reais, estimados e erro percentual. 

Razão ω∕c (x) σreal  σestimado Erro relativo percentual (Er) 

4,5 7000 6833,17701 2,38318% 

5 6125 6049,91801 1,22582% 

5,5 5237 5356,44077 2,28070% 

6 4665 4742,45398 1,66032% 

6,5 4123 4198,84597 1,83958% 

7 3810 3717,54952 2,42652% 

7,5 3107 3291,42210 5,9356% 

8 3070 2914,13991 5,07687% 

8,5 2580 2580,10403 0,00403% 

9 2287 2284,35731 0,11555% 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com base em Franco. 

 

Diante dos resultados apresentados por meio do Symbolab, observa-se que os erros 

relativos percentuais obtidos permaneceram reduzidos, variando entre 0,00403% e 5,9356%. 

Tais valores indicam elevada concordância entre os dados experimentais e aqueles estimados 

pela função exponencial ajustada computacionalmente. Assim, o modelo obtido por meio da 

aplicação do método dos mínimos quadrados mostrou-se adequado para representar o 

comportamento da resistência à compressão do concreto em função da razão água/cimento, 

validando a consistência matemática do ajuste realizado. 

Com a validação algébrica concluída, os dados serão agora submetidos à modelagem 

gráfica e à análise de regressão no GeoGebra, a fim de consolidar a visualização geométrica 

do fenômeno estudado e complementar a análise do ajuste exponencial. 
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Solução 3 – Software Geogebra: 

 

a) Na terceira abordagem, utiliza-se o software GeoGebra, com o objetivo de 

representar graficamente os dados e obter o ajuste pelo método dos mínimos quadrados, 

possibilitando a visualização da função ajustada e a comparação com os resultados 

anteriormente encontrados. 

 

Figura 24: Gráfico com os pontos. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Em seguida, aplicou-se o comando de ajuste exponencial disponível no Geogebra, 

obtendo-se a função que melhor representa o comportamento dos dados experimentais. 

Função essa: 

y = 20440,0235 ⋅ e-0,2435x 

 

Observa-se que a função obtida por meio do GeoGebra é compatível com aquela 

determinada analiticamente, confirmando a validade do modelo exponencial ajustado e a 

eficácia do método dos mínimos quadrados na representação dos dados experimentais. 

Em seguida, também foram calculados os valores correspondentes para diferentes 

pontos de x. Os valores obtidos são apresentados a seguir: 
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Tabela 5: Valores utilizados na aplicação do método dos mínimos quadrados. 

x f(x) 

4,5 6832,8718 

5 6049,6177 

5,5 5356,1482 

6 4742,1713 

6,5 4198,5747 

7 3717,2909 

7,5 3291,1767 

8 2913,9081 

8,5 2579,8859 

9 2284,1528 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com uso do GeoGebra. 

 

A partir dos resultados apresentados, observa-se que os valores da função decrescem 

à medida que a variável x aumenta, o que confirma o comportamento exponencial 

decrescente do modelo obtido. Esses resultados evidenciam a eficiência do método dos 

mínimos quadrados na determinação de uma função capaz de descrever matematicamente o 

fenômeno analisado. 

b) Com base nesses valores estimados, procedeu-se ao cálculo do erro relativo 

percentual, utilizando a expressão: 

 

Er = |
σreal - σestimado

σreal

|  

 

Foram obtidos os erros relativos percentuais apresentados na Tabela 6: 
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Tabela 6: Comparação entre valores reais, estimados e erro percentual. 

Razão ω∕c (x) σreal  σestimado Erro relativo percentual (Er) 

4,5 7000 6832,8718 2,3875% 

5 6125 6049,6177 1,2307% 

5,5 5237 5356,1482 2,2751% 

6 4665 4742,1713 1,6543% 

6,5 4123 4198,5747 1,8333% 

7 3810 3717,2909 2,4333% 

7,5 3107 3291,1767 5,9278% 

8 3070 2913,9081 5,0844% 

8,5 2580 2579,8859 0,0044% 

9 2287 2284,1528 0,1245% 

 

Fonte: Autoria própria, feito com Word e GeoGebra, baseado em Franco (2026). 

 

Os resultados obtidos por meio do GeoGebra evidenciam a precisão do algoritmo de 

regressão do software, que minimiza as perdas por arredondamento, apresentando como 

valor mínimo 0,0044% e um máximo de 5,9278%.  

A utilização de ferramentas computacionais, como o GeoGebra, possibilita a 

obtenção rápida e eficiente da função, além de proporcionar a moldagem gráfica, permitindo 

uma visualização nítida da aderência da curva aos pontos da amostra. Essa análise gráfica 

constitui um recurso relevante para a validação dos resultados, confirmando que o modelo 

exponencial é uma excelente aproximação para representar o decréscimo da resistência à 

compressão do concreto em função do aumento da razão água/cimento. 

Com a validação deste terceiro método, conclui-se a etapa de resolução do exemplo 

4.1, possibilitando, na sequência, a realização de uma comparação final entre as abordagens 

analítica e computacional, com a finalidade de identificar o modelo que apresentou maior 

eficiência no ajuste dos dados. 

 

4.1.1 Análise Comparativa Final 

 

Na resolução do exemplo 4.1, foram empregadas três abordagens metodológicas 

distintas para a determinação do modelo exponencial. Na tabela 7 foi realizada uma 
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comparação entre os valores reais de resistência e os resultados obtidos por diferentes 

ferramentas.  

 

Tabela 7: Comparação de resultados entre os métodos utilizados. 

Razão ω∕c (x) σreal  σestimado 

Livro Livro Calculadora científica Symbolab Geogebra 

4,5 7000 6832,871833 6833,17701 6832,8718 

5 6125 6049,617667 6049,91801 6049,6177 

5,5 5237 5356,148164 5356,44077 5356,1482 

6 4665 4742,171279 4742,45398 4742,1713 

6,5 4123 4198,574751 4198,84597 4198,5747 

7 3810 3717,290857 3717,54952 3717,2909 

7,5 3107 3291,176682 3291,42210 3291,1767 

8 3070 2913,908103 2914,13991 2913,9081 

8,5 2580 2579,885936 2580,10403 2579,8859 

9 2287 2284,15283 2284,35731 2284,1528 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com base nos dados calculados. 

 

A Tabela 8 resume os erros percentuais relativos máximos e mínimos encontrados 

em cada método: 

 

Tabela 8: Comparativo de erros máximos e mínimos. 

Método Erro máximo Erro mínimo 

Manual 5,92779794% 0,00421085271% 

Symbolab 5,9356% 0,00403% 

GeoGebra 5,9278% 0,0044% 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word com base nos dados calculados. 

 

A partir da análise dos dados apresentados na tabela anterior observa-se que todos os 

métodos utilizados para o ajuste da curva de resistência à compressão do concreto (σ) em 
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função da razão água/cimento (w/c) apresentaram resultados satisfatórios, com erros 

percentuais relativos predominantemente baixos. 

Ao comparar as três abordagens, a resolução manual permitiu compreender 

detalhadamente cada etapa do método dos mínimos quadrados, evidenciando os 

fundamentos teóricos e o processo de linearização da função exponencial, bem como a 

construção da matriz normal e a determinação dos coeficientes do modelo. Ressalta-se que 

os resultados obtidos apresentaram elevada precisão, não havendo arredondamentos 

intermediários, uma vez que foram utilizadas diversas casas decimais, demonstrando 

consistência no desenvolvimento analítico realizado. 

Com o uso do Symbolab, os erros relativos percentuais permaneceram baixos, 

confirmando a consistência do ajuste obtido analiticamente. A ferramenta proporcionou 

elevada precisão numérica, visto que os cálculos foram realizados com maior controle de 

casas decimais, reduzindo possíveis perdas por aproximação. 

Por sua vez, o software GeoGebra mostrou-se superior em termos de agilidade, 

permitindo a moldagem gráfica imediata e a visualização clara da tendência decrescente da 

resistência à compressão, além da precisão numérica ao atingir erro nulo (0%) em um dos 

pontos analisados.  

Percebe-se que os três métodos se mostraram eficazes e complementares, cada qual 

contribuindo de maneira específica para a análise do fenômeno: o método manual para a 

consolidação teórica, o Symbolab para a validação algébrica computacional e o GeoGebra 

para a interpretação gráfica e aplicação prática. Destaca-se, contudo, o software GeoGebra 

como o método de maior eficiência prática, uma vez que possibilitou a obtenção de 

resultados com elevada precisão numérica, além de proporcionar maior agilidade no 

processo de ajuste e interpretação dos dados. 

Dessa forma, com o objetivo de demonstrar a aplicabilidade prática da ferramenta, 

será descrito a seguir o passo a passo da resolução da questão e da construção do gráfico 

realizados com o uso do GeoGebra. 

 

Elaboração da questão passo a passo pelo Software Geogebra  

 

Com o intuito de tornar o processo mais compreensível e evidenciar a superioridade 

técnica da ferramenta, será descrito a seguir o passo a passo da resolução com o uso do 

software GeoGebra. Essa apresentação busca evidenciar as etapas de desenvolvimento da 

atividade, permitindo acompanhar de maneira detalhada a aplicação prática da ferramenta. 
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Ao acessar o site https://www.geogebra.org/classic, como primeiro passo, utilizando 

a planilha eletrônica, que fica do lado direto da tela, foram inseridos os pontos (A, B) 

correspondentes aos dados da Figura 23, onde A representa a razão água/cimento (
𝜔

𝑐
) e B a 

resistência à compressão (𝜎).  

 

Figura 25: Planilha com os respectivos valores. 

  

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Para realizar o ajuste exponencial deve-se copiar as duas colunas (A e B) e selecionar 

a opção “Analise Bivariada”. 

 

Figura 26: Análise bivariada. 

  

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 
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Após apresentação gráfica dos dados experimentais, na nova janela, selecione o 

menu suspenso de "Modelo de Regressão” e escolha a opção "Exponencial". 

 

Figura 27: Seleção do modelo de regressão exponencial. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

O software exibirá automaticamente o gráfico, a função que melhor se ajusta ao 

conjunto de dados e os coeficientes obtidos pelo método dos mínimos quadrados, conforme 

ilustrado na Figura 28. 

 

Figura 28: Gráfico e função ajustada. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 
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A partir da função ajustada, podem ser determinados valores estimados da resistência 

à compressão para diferentes valores da razão água/cimento. Para isso, basta inserir todos os 

valores desejados para a variável x. O software realiza automaticamente o cálculo e exibe o 

valor correspondente da função. 

 

Figura 29: Valor estimado razão ω∕c (4,5). 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Após a determinação de todos os valores estimados, na parte “Entrada” insere-se a 

fórmula do erro percentual relativo, possibilitando a realização dos cálculos e a obtenção dos 

resultados. 

 

Figura 30: Valor máximo e mínimo do erro relativo percentual 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 
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Exemplo 4.2: FRANCO, Neide Bertoldi – Cálculo Numérico. Página 280, exemplo 7.7.  

Um fazendeiro, verificando a necessidade de construir um novo estábulo, escolheu um local 

próximo a uma nascente, de forma que, perto do estábulo, pudesse ter também um 

reservatório de água. Junto à nascente ele construiu uma barragem e instalou uma bomba, 

para que a água pudesse chegar ao reservatório (ver Figura 31). Verificou-se que: 

i) A vazão da fonte de alimentação, Q, era aproximadamente de 30 litros por minuto 

(quantidade de água que aflui à bomba). 

ii) A altura da queda, h, era de 6 metros (altura entre a bomba e o nível da água da fonte de 

alimentação). 

iii) O reservatório encontrava-se a uma altura de recalque, H, de 46 metros (altura entre a 

bomba e o nível da água no reservatório). 

 

Figura 31: O sistema da bomba. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Gemini, baseado em Franco. 

 

Munido destes dados, o fazendeiro gostaria de saber quantas vacas leiteiras poderiam ocupar 

o estábulo, sabendo que o consumo diário de cada uma, incluindo o asseio do estábulo, é de 

120 litros. 

Observe que, para resolver o problema, deve-se calcular a vazão de recalque, q, que é a 

quantidade de litros por minuto que entram no reservatório. Para isto, tem-se que aplicar a 

fórmula: 

q = Q ⋅ 
h

H
 ⋅ R, 

onde R é o rendimento da bomba. 

Conclui-se, portanto, que para determinar a vazão de recalque é necessário conhecer o 

rendimento da bomba. A tabela a seguir relaciona a razão entre as alturas 
h

H
 e o rendimento 

da bomba instalada. 
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Figura 32: Tabela de razão e rendimento. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Gemini, baseado em Franco. 

 

Consultando a tabela, verificou-se que para calcular o R associado a um valor de 
h

H
 deveria 

ser feita uma regressão linear. Usando o método dos mínimos quadrados, ajude o fazendeiro 

a fazer o cálculo. 

Para a resolução deste problema, utilizou-se o GeoGebra por sua praticidade, 

precisão e melhor visualização do ajuste linear, além de facilitar a interpretação dos 

resultados por meio da representação gráfica. 

 

Solução – Software Geogebra: 

O problema apresenta a situação de um fazendeiro que deseja bombear água de uma 

nascente até um reservatório, sendo fornecidos dados de vazão e alturas do sistema. Além 

disso, é apresentada uma tabela que relaciona uma razão entre alturas com o rendimento da 

bomba. Como o valor necessário não está diretamente na tabela, é preciso estimá-lo para, 

então, calcular a vazão de recalque e determinar quantas vacas podem ser atendidas com o 

volume diário de água disponível. 

Observa-se também que o erro é explicitado pelos próprios valores numéricos da 

tabela presente na questão. Ao analisarmos os dados fornecidos, onde a altura de queda é 

h=6 m e a de recalque é H=46 m, a operação 
h

H
 resultaria em um coeficiente de 0,13. No 

entanto, a tabela apresenta uma escala que inicia em 6.0 e vai até 9.0. Por outro lado, a razão 

inversa 
H

h
 (46/6) resulta em aproximadamente 7,66, valor que se encontra perfeitamente 

dentro do intervalo da tabela para a realização da regressão linear solicitada. Além disso, a 

tendência dos valores de rendimento (R) na tabela confirma essa lógica técnica: nota-se que, 

conforme a razão aumenta (de 6.0 para 9.0), o rendimento diminui (de 0.6728 para 0.5020).    

Conforme aponta a literatura técnica, conforme Jennings (1996) e Bosa et al. (2019), a 

eficiência de um carneiro hidráulico é inversamente proporcional à razão entre elevação e 
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queda (
H

h
 ou 

L

F
). Portanto, a própria disposição dos dados na questão demonstra que o 

cabeçalho 'h/H' está invertido em relação à física do problema e aos valores tabelados. 

Ao acessar o site https://www.geogebra.org/classic, como primeiro passo, utilizando 

a planilha eletrônica, foram inseridos os pontos (A, B) correspondentes aos dados da Figura 

32, onde A representa os valores da razão entre as alturas e B os respectivos valores de 

rendimento R. Em seguida, com as duas colunas selecionadas, clicou-se no ícone de “Analise 

Bivariada”. Na nova janela, com o gráfico de dispersão com os pontos experimentais 

plotados, selecionou-se no menu suspenso de "Modelo de Regressão” a opção "Linear". 

 

Figura 33: Seleção do modelo de regressão exponencial. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

O software gerou instantaneamente a reta de ajuste e a respectiva equação: 

y = - 0.0567⋅ x + 1.0164 

Em seguida, para atender à necessidade do produtor rural (onde h=6 m e H=46 m), 

calculou-se a razão 
h

H
  na barra de entrada no Software.  
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Figura 34: Cálculo da razão. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

No campo de 'Cálculo de Valor' na própria janela de regressão, inseriu-se o valor 

calculado x=7,6667, e o software determinou automaticamente o rendimento:  

 

Figura 35: Rendimento determinado. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

O valor de R foi obtido automaticamente, resultando em R=0,5817. Em seguida, os 

valores foram substituídos na fórmula fornecida no problema para o cálculo da vazão de 

recalque, que representa a quantidade de água que efetivamente chega ao reservatório por 

minuto. 
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Figura 36: Vazão de recalque. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

O cálculo da vazão de recalque resultou em aproximadamente 2,2762 L/min. Como 

o consumo das vacas é dado em litros por dia (120 L/dia), foi necessário determinar o volume 

de água bombeado em 24 horas. Ainda na parte de “Entrada”, multiplicou-se o valor obtido 

por 1440 minutos (equivalente a um dia), obtendo-se uma vazão diária de aproximadamente 

3.277,8 litros. Por fim, considerando que cada vaca consome em média 120 litros de água 

diariamente, ao dividir esse volume, determinou-se que o sistema é capaz de atender 

aproximadamente 27 vacas. 

 

Figura 37: Cálculo da capacidade de atendimento de vacas leiteiras. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 
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Conclui-se que, por meio do ajuste linear realizado no GeoGebra, foi possível estimar 

o rendimento da bomba para a condição analisada e, a partir disso, determinar a vazão de 

recalque e o volume diário de água disponível. Com base nesses resultados, verificou-se que 

o sistema é capaz de atender aproximadamente 27 vacas, atendendo à demanda proposta no 

problema. 

 

Exemplo 4.3: FRANCO, Neide Bertoldi – Cálculo Numérico, p 286, exemplo 7.7.  

A madeira com uma grande porcentagem de nós não é tão resistente quanto a madeira sem 

nós. Foram estabelecidas normas para determinar a relação de resistência entre uma viga 

com nós e uma viga sem nós. Para vigas ou pranchas, os nós são medidos na face estreita da 

viga. A relação de resistência percentual R depende da largura L da face e do tamanho T do 

nó. Uma tabela parcial destas relações de resistência encontra-se na tabela: 

 

Tabela 9: Resistência percentual (R) conforme as dimensões T e L. 

 L 

T 75 100 125 150 

12.5 85 90 125 150 

25.0 75 78 82  85 

37.5 57 67 73  85 

50.0 35 55 64 70 

65.5 18 47 56 61 

Fonte: Autoria própria, baseado em Franco. 

 

a) Encontre a expressão da forma: 

R = a + bT + cL 

que aproxime a tabela. 

b) Determine a proporção de resistência para nós de 45 mm com largura de face de 90 mm. 

 

Solução – Software Geogebra: 

Para facilitar a organização das variáveis e a correta inserção dos dados no software 

GeoGebra, os valores do enunciado foram estruturados em uma lista de pontos, conforme 

apresentado na tabela abaixo: 
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Tabela 10: Organização dos pontos experimentais. 

Pontos T L R 

1 12,5 75 85 

2 12,5 100 90 

3 12,5 125 125 

4 12,5 150 150 

5 25,0 75 75 

6 25,0 100 78 

7 25,0 125 82 

8 25,0 150 85 

9 37,5 75 57 

10 37,5 100 67 

11 37,5 125 73 

12 37,5 150 85 

13 50,0 75 35 

14 50,0 100 55 

15 50,0 125 64 

16 50,0 150 70 

17 65,5 75 18 

18 65,5 100 47 

19 65,5 125 56 

20 65,5 150 61 

 

Fonte: Autoria própria, feito no Word. 

 

Nesta questão, busca-se determinar uma expressão matemática capaz de aproximar 

os valores da resistência percentual R em função do tamanho do nó T e da largura da face L 

da madeira. Para isso, foi utilizado o método dos mínimos quadrados, com o objetivo de 

obter uma função linear múltipla. 

a) A resolução foi realizada com auxílio do software GeoGebra, utilizando os dados 

fornecidos na tabela. Inicialmente, os valores foram organizados em uma planilha no 

programa, permitindo criar uma lista de pontos (l1). 



70 

 

Figura 38: Lista de pontos. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Em seguida, utilizou-se o comando para regressão multivariável: “Regressão(l1, {1, 

x, y})”. O GeoGebra apresentará a função no formato z=a+bx+cy, ou seja, R=a+bT+cL. 

obteve-se a seguinte expressão: 

 

Figura 39: Regressão multivariável. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

A partir deste comando, o software calculou a (interceptação), aproximadamente 

63.9373, x (coeficiente de T), aproximadamente -1.1963 e y (coeficiente de L), 

aproximadamente 0.4848, ou seja: 
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R(T,L) = 0.4848 L - 1.1963 T + 63.9373 

 

b) Para determinar a resistência para um nó de 45 mm (T) com largura de face de 

90 mm (L), substituem-se, na barra de entrada, os valores na equação calibrada pelo 

software: 

 

R(T,L) = 0.4848 (90) - 1.1963 (45) + 63.9373 

 

Efetuando os cálculos: 

 

Figura 40: Cálculo da resistência. 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do software GeoGebra. 

 

Portanto, a resistência percentual aproximada para um nó de 45 mm e largura da face 

de 90 mm é de aproximadamente 53,7358%. 
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5 ERROS 

 

A avaliação da precisão de modelos de previsão de resistência à compressão do 

concreto requer o uso de indicadores estatísticos que quantifiquem a discrepância entre os 

valores experimentais (𝜎𝑒𝑥𝑝) e os valores estimados pelo modelo (𝜎𝑐𝑎𝑙𝑐). De acordo com 

Montgomery et al. (2012), o uso isolado de uma única métrica pode levar a interpretações 

equivocadas sobre a confiabilidade do ajuste. 

 

5.1 Fundamentação Teórica das Métricas de Avaliação  

 

Neste estudo, trabalharemos com as métricas R², MAE, RMSE e MAPE para avaliar 

a precisão dos modelos de ajuste utilizados. A escolha desses indicadores justifica-se por 

serem ferramentas consolidadas na literatura, possuírem cálculos objetivos e fornecerem 

informações complementares e fundamentais para garantir uma análise técnica segura sobre 

a qualidade dos resultados obtidos. 

 

5.1.1 Coeficiente de Determinação (R²) 

 

O R² indica a proporção da variação da variável dependente que é explicada pelo 

modelo de regressão. Ele varia entre 0 e 1, sendo que valores próximos à unidade sugerem 

um alto grau de aderência. 

 

R2=
∑ (σexp,i-σcalc,i)

2n
i=1

∑ (σcalc,i-σ̅exp,i)
2n

i=1

 

 

Interpretação: Reflete a qualidade global do ajuste. No entanto, em escalas não-lineares ou 

transformadas (logarítmicas), um R² alto pode mascarar erros absolutos significativos na 

escala original de engenharia (Montgomery et al., 2012). 
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5.1.2 Erro Absoluto Médio (MAE) 

 

O Mean Absolute Error (MAE) mede a magnitude média dos erros em um conjunto 

de previsões, sem considerar sua direção (sinal). 

 

𝑀𝐴𝐸 =
1

n
∑|𝜎𝑒𝑥𝑝,𝑖 − 𝜎𝑐𝑎𝑙𝑐,𝑖|

𝑛

𝑖=1

 

 

Significado e Importância: Fornece uma medida direta do erro médio na unidade de 

medida original (psi). É uma métrica linear, o que significa que todos os erros individuais 

são ponderados igualmente na média (Chai & Draxler, 2014). 

 

5.1.3 Raiz do Erro Quadrático Médio (RMSE) 

 

O Root Mean Square Error (RMSE) é a raiz quadrada da média das diferenças 

quadráticas entre previsão e observação. 

 

RMSE = √
1

n
∑(𝜎𝑒𝑥𝑝,𝑖 − 𝜎𝑐𝑎𝑙𝑐,𝑖)2
𝑛

𝑖=1

 

 

Interpretação: Diferente do MAE, o RMSE penaliza mais severamente os erros de maior 

magnitude. Se o valor do RMSE for significativamente superior ao MAE, isso indica a 

presença de grandes desvios pontuais (outliers), o que é crítico na engenharia civil, pois erros 

pontuais elevados podem comprometer a segurança de um dimensionamento estrutural (Chai 

& Draxler, 2014). 

 

5.1.4 Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE) 

 

O Mean Absolute Percentage Error (MAPE) expressa a precisão do modelo como 

uma porcentagem. 
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𝑀𝐴𝑃𝐸 =
100%

n
∑|

𝜎𝑒𝑥𝑝,𝑖 − 𝜎𝑐𝑎𝑙𝑐,𝑖

𝜎𝑒𝑥𝑝,𝑖
|

𝑛

𝑖=1

 

 

 

Importância: Facilita a interpretação da precisão relativa. De acordo com Makridakis et al. 

(1998), valores de MAPE abaixo de 10% indicam previsões altamente precisas, enquanto 

valores acima deste limiar sugerem limitações para aplicações práticas de precisão em 

engenharia. 

 

5.2 Resultados e Análise Comparativa de Estimativas Aplicado ao Problema Da 

Resistência a Compressão Do Concreto 

 

Para avaliar a precisão e a confiabilidade do ajuste do modelo exponencial σ = 

k1e
-k2(

w

c
)
, utilizado no exemplo 4.1, os dados experimentais foram comparados com as 

estimativas geradas por quatro diferentes ferramentas: Calculadora Científica, Chat GPT, 

Symbolab e GeoGebra. A adoção de um conjunto abrangente de métricas permitiu uma 

avaliação que transcende a simples verificação do coeficiente de determinação (R²). 

A Tabela 11 apresenta o resumo das métricas de erro agregadas na escala original 

(psi) e os resultados dos testes de significância para cada uma das ferramentas analisadas. 

 

Tabela 11: Resumo comparativo de métricas de erro e testes de significância estatística. 

Ferramenta MARE 

(%) 

MAE 

(psi) 

RMSE 

(psi) 

Erro máx 

(psi) 

𝑅2 Normalidade 

(p) 

Padrão 

Sistemático 

(p) 

Calculadora 2,30 95,03 112,41 184,18 0,9942 
0,7254 

(Aceita) 

0,8126 

(Não) 

Chat GPT 15,85 708,89 907,67 2012,80 0,6212 
0,2118 

(Aceita) 

0,0090 

(Sim) 

Symbolab 2,29 95,01 112,40 184,42 0,9942 
0,7250 

(Aceita) 

0,8120 

(Não) 

GeoGebra 2,30 95,03 112,41 184,18 0,9942 
0,7254 

(Aceita) 

0,8126 

(Não) 

 

Fonte: Autoria própria, feito com o Word e Google Colab. 
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Além das ferramentas matemáticas determinísticas, o Chat GPT foi avaliado para 

comparar o seu desempenho no cálculo das estimativas de resistência. No entanto, observou-

se que os resultados fornecidos pela inteligência artificial apresentaram desvios 

significativos, distanciando-se da lógica física do problema e dos valores reais. Por conta 

dessa falta de precisão, a ferramenta não foi incluída nos métodos oficiais de resolução, 

sendo trazida para este capítulo apenas como um comparativo informativo. 

 

Tabela 12: Comparativo de resistência entre os métodos matemáticos e os desvios do Chat GPT. 

Razão ω∕c (x) σreal  σestimado 

Livro Livro Calculadora científica Chat GPT Symbolab Geogebra 

4,5 7000 6832,871833 9012,8 6833,17701 6832,8718 

5 6125 6049,617667 7501,8 6049,91801 6049,6177 

5,5 5237 5356,148164 6244,2 5356,44077 5356,1482 

6 4665 4742,171279 5197,3 4742,45398 4742,1713 

6,5 4123 4198,574751 4326,0 4198,84597 4198,5747 

7 3810 3717,290857 3600,8 3717,54952 3717,2909 

7,5 3107 3291,176682 2997,1 3291,42210 3291,1767 

8 3070 2913,908103 2494,6 2914,13991 2913,9081 

8,5 2580 2579,885936 2076,4 2580,10403 2579,8859 

9 2287 2284,15283 1728,3 2284,35731 2284,1528 

 

Fonte: Autoria própria, feito com Word e base nos dados calculados. 

 

A análise multidimensional revela uma forte divisão no desempenho das 

ferramentas. As soluções baseadas em cálculos algébricos determinísticos (Calculadora 

Científica, Symbolab e GeoGebra) demonstraram equivalência matemática notável. Nestas, 

o Erro Percentual Absoluto Médio (MAPE) situou-se em torno de 2,30%, amplamente 

dentro do limite de 10% comumente aceito para aplicações rigorosas de engenharia 

(Makridakis et al., 1998). O elevado R² de 0,9942 para estas ferramentas confirma a 

capacidade do modelo exponencial em explicar a variância dos dados experimentais quando 

calculado adequadamente. 
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Em contrapartida, a estimativa fornecida pelo Chat GPT (com acesso em 04/10/2025 

às 22:43 na versão GPT-4o) destoou severamente. Apresentando um MAPE de 15,85% e 

um RMSE de 907,67 psi, a ferramenta evidenciou falhas profundas. O erro máximo, que 

atingiu exorbitantes 2012,80 psi para a razão inicial de 
ω

c
, corrobora a incapacidade atual da 

Inteligência Artificial genérica em processar adequadamente decaimentos não-lineares sem 

o auxílio de interpretadores de código dedicados. 

 

Figura 41: Comparação Global: Evidência visual da sobreposição dos modelos algébricos versus o 

desvio da IA. 

 
Fonte: Autoria própria, com o uso do Google Colab. 

 

5.3 Análise Diagnóstica e Testes de Significância 

 

Todo modelo de regressão linear deve passar pelo crivo da normalidade e do 

comportamento aleatório de seus resíduos (Montgomery et al., 2012). De acordo com o teste 

de Shapiro-Wilk, a suposição de normalidade foi estatisticamente atendida (p > 0,05) para 

todas as estimativas. 

Contudo, a premissa de aleatoriedade dos erros expôs a fragilidade da estimativa do 

Chat GPT. Foi aplicado um teste t para avaliar a diferença de resíduos entre os dados de 

baixa razão água/cimento (ω/c < 7,0) e alta razão (ω/c ≥ 7,0). Para as ferramentas algébricas 

precisas (GeoGebra, Symbolab e Calculadora), o teste t resultou em p ≈ 0,812, atestando que 

os resíduos não possuem padrão previsível e o erro aleatório. 
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Para a estimativa do Chat GPT, o teste t resultou em p = 0,0090, rejeitando 

fortemente a hipótese de aleatoriedade dos resíduos. O modelo enviesado gerado por esta 

ferramenta tendeu a superestimar sistematicamente a resistência em baixas relações ω/c e a 

subestimar nas razões mais altas, invalidando metodologicamente sua aplicação. 

 

Figura 42: Erro aleatório (GeoGebra). 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Google Colab. 

 

e 

 

Figura 43: Viés sistemático evidente (Chat GPT). 

 

Fonte: Autoria própria, com o uso do Google Colab. 
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A adoção de um conjunto abrangente de métricas comparativas provou-se 

fundamental para uma avaliação rigorosa tanto do modelo exponencial quanto das 

ferramentas empregadas para sua resolução. 

Inicialmente, uma análise isolada de certas estimativas poderia levar à falsa 

conclusão de que a equação σ = k1e
-k2(

w

c
)
 é inadequada para aplicações em engenharia civil. 

No entanto, o cruzamento de dados evidenciou que a correlação exponencial é, na verdade, 

altamente robusta e consistente, refletindo fielmente a Lei de Abrams (Neville, 2011). Desde 

que resolvida de maneira rigorosa, a equação apresenta erros percentuais práticos 

irrelevantes (MAPE ≈ 2,3%) e excelente coeficiente de determinação (R² ≈ 0,994). 

Os desvios inaceitáveis identificados inicialmente (MAPE de 15,85% e viés 

sistemático no teste t) foram diagnosticados como um artefato exclusivo da limitação 

algorítmica de modelos de linguagem ampla (LLMs) na realização direta de regressões 

lineares. 

Conclui-se, portanto, que o modelo exponencial testado é totalmente adequado para 

a previsão quantitativa da resistência do concreto. Recomenda-se, no entanto, que 

profissionais da engenharia evitem de forma veemente o uso de Inteligências Artificiais 

textuais puras para validações de equações de projeto estrutural, priorizando sempre a 

adoção de softwares algébricos ou interpretadores de código determinísticos para garantir a 

confiabilidade e segurança dos dimensionamentos. 
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

 

O presente trabalho teve como objetivo geral investigar a aplicação do Método dos 

Mínimos Quadrados (MMQ) no contexto da Engenharia Civil, utilizando o software 

GeoGebra como ferramenta de apoio pedagógico e técnico. Buscou-se desenvolver e 

resolver exercícios contextualizados que aproximassem os conceitos teóricos do Cálculo 

Numérico da realidade prática da Engenharia Civil. A escolha desse tema justifica-se pelo 

fato de que, no decorrer do curso, as questões de mínimos quadrados costumam focar 

excessivamente em teorias abstratas, o que gera dificuldades de aprendizado, visto que os 

estudantes sentem falta de visualizar como esses conceitos se aplicam nas demandas reais 

da futura profissão. 

A resolução de problemas fundamentais, como a modelagem da resistência à 

compressão do concreto, demonstrou que a modelagem matemática não deve ser vista 

apenas como uma obrigação acadêmica, mas como uma ferramenta essencial de segurança 

e precisão para o engenheiro. Um dos pontos centrais deste estudo foi a constatação de que 

o GeoGebra atua como um facilitador técnico indispensável para uma interpretação mais 

assertiva das questões propostas. O uso do software demonstrou ser essencial para a 

validação de resultados, permitindo mitigar erros de arredondamento comuns em cálculos 

manuais extensos e garantindo resultados mais confiáveis para a elaboração de projetos de 

engenharia, além de oferecer um recurso visual dinâmico que facilita a interpretação 

geométrica do ajuste. 

Em relação aos objetivos propostos, considera-se que todos foram alcançados. Foi 

possível investigar a aplicação do Método dos Mínimos Quadrados em problemas 

relacionados à Engenharia Civil, desenvolver e resolver exercícios contextualizados com o 

auxílio do software GeoGebra, comparar os resultados obtidos pelos diferentes métodos de 

resolução e analisar os erros associados aos modelos estudados. Além disso, o trabalho 

evidenciou que a utilização de recursos computacionais contribui para aproximar os 

conceitos teóricos do Cálculo Numérico das situações práticas da Engenharia, favorecendo 

um processo de aprendizagem mais significativo e aplicado à formação profissional. 

Portanto, conclui-se que a integração entre teoria matemática, aplicações 

contextualizadas e recursos computacionais contribui significativamente para o ensino e a 

aprendizagem do Cálculo Numérico. Com essa abordagem, disponibilizam-se aos discentes 

do curso de Ciência e Tecnologia exemplos alinhados às práticas da Engenharia Civil, 

fortalecendo a integração dos conteúdos matemáticos. Desse modo, o trabalho não apenas 
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evidencia a importância de problemas aplicados no ensino do MMQ, mas também se 

consolida como um material de apoio didático relevante para estudos futuros, servindo de 

referência para a compreensão da matemática de forma contextualizada e conectada às 

demandas reais da Engenharia. 
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