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RESUMO

Considerando a importância das equações diferenciais parciais (EDPs) na descrição de diversos

fenômenos em sistemas com múltiplas variáveis, destaca-se a equação do calor, que modela o

fluxo térmico em diferentes materiais e formas geométricas. A equação do calor unidimensional

é uma EDP que representa a propagação do calor em uma barra cilíndrica. Devido à pequena

seção transversal em relação ao seu comprimento, a barra pode ser tratada como unidimensional.

Essa equação permite calcular a temperatura u(x, t) em um ponto x da barra em um determinado

instante t, devendo satisfazer a relação ut = Kuxx. Tal equação é de extrema relevância nas áreas

de engenharia, matemática e física, tornando-se um tema crucial para estudo. Utilizando as

séries de Fourier aplicadas à equação do calor unidimensional, o presente trabalho tem como

objetivo o desenvolvimento de um software, implementado em Python, com uma interface

gráfica desenvolvida em PySide6 e QtDesigner, para resolver numericamente a equação do calor

em uma dimensão. O foco estará no problema homogêneo do calor, abordando três situações

distintas com diferentes condições de contorno e iniciais. O software permitirá a visualização

gráfica do fluxo de calor em 2D e 3D, apresentará a solução do problema em formato LaTeX e

exibirá a solução geral da equação.

Palavras-chave: Equação do calor. Software. Python. Problema homogêneo do calor.



ABSTRACT

Considering the importance of partial differential equations (PDEs) in describing various pheno-

mena in systems with multiple variables, the heat equation stands out, modeling thermal flow

in different materials and geometric shapes. The one-dimensional heat equation is a PDE that

represents the propagation of heat in a cylindrical rod. Due to the small cross-section relative to

its length, the rod can be treated as one-dimensional. This equation allows for the calculation of

the temperature u(x, t) at a point x in the rod at a given time t, which must satisfy the relation

ut = Kuxx. This equation is of extreme relevance in the fields of engineering, mathematics,

and physics, making it a crucial subject for study. Utilizing Fourier series applied to the one-

dimensional heat equation, the present work aims to develop a software implemented in Python,

with a graphical interface developed in PySide6 and QtDesigner, to numerically solve the heat

equation in one dimension. The focus will be on the homogeneous heat problem, addressing

three distinct situations with different boundary and initial conditions. The software will allow

for graphical visualization of heat flow in 2D and 3D, present the solution to the problem in

LaTeX format, and display the general solution of the equation.

Keywords: Heat equation. Software. Python. Homogeneous heat problem.
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1 INTRODUÇÃO

As Equações Diferenciais Parciais (EDPs) são equações matemáticas que envolvem

derivadas parciais de uma função desconhecida com respeito a mais de uma variável independente.

Em outras palavras, uma EDP é uma equação que relaciona uma função de várias variáveis e

suas derivadas parciais. Elas são especialmente importantes na física, engenharia e matemática

aplicada, pois muitos problemas dessas áreas podem ser formulados e resolvidos por meio de

equações diferenciais parciais (SODRÉ, 2003).

Entre esses fenômenos, está o problema da condução do calor e das vibrações

transversais de uma corda por exemplo, onde todos descrevem os fenômenos físicos em duas

ou mais dimensões. Dessa forma, precisaremos de uma matemática mais avançada como a dos

cálculos diferenciais e integrais e das equações diferenciais, pois esses métodos são insuficientes

para tais problemas (FIGUEIREDO, 1977).

Os problemas que serão abordados nesse trabalho são: o problema da condução

de calor em uma barra de 1 dimensão, a temperatura u(x, t) do ponto x da barra, no instante

t, que deve satisfazer à equação do calor ut = Kuxx. Dentre esses problemas, o da barra com

extremidade mantidas a 0°C. Com a barra sujeita a outras condições laterais, como o da barra

isolada termicamente nas extremidades, barra com uma extremidade isolada termicamente e a

outra mantida a 0 °C, que são conhecidos como o problemas homogêneos do calor.

Resolver equações manualmente ou analiticamente pode ser extremamente complexo

para condições reais e práticas. De tal maneira que, a criação de um software facilitará a resolução

numérica dessas equações.

1.1 MOTIVAÇÃO

O uso de ferramentas computacionais em ciência e engenharia aumentou significa-

tivamente devido ao avanço da velocidade de processamento dos computadores (ANDRADE,

2021). Quando os alunos utilizam o computador como ferramenta para construir seu conhe-

cimento, ele se torna mais do que apenas uma máquina a ser usada: transforma-se em um

instrumento de ensino, proporcionando oportunidades para descrever a resolução de problemas,

refletir sobre os resultados alcançados e aprimorar suas ideias através da exploração de novos

conteúdos e estratégias (VALENTE et al., 1999).

Sendo assim, aplicativos e softwares desempenham um papel importante em nossa
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vida moderna, melhorando a conveniência, a produtividade, a personalização e a interação

com os usuários. Eles oferecem acesso rápido a informações e serviços, além de fornecer uma

plataforma para inovação e criação de novas oportunidades (RABELO, 2023).

Portanto, criar rotinas computacionais para automatizar e aprimorar a resolução

de problemas tem se mostrado uma prática poderosa nos dias de hoje. Este trabalho propõe a

construção de uma rotina em Python com uma interface gráfica para encontrarmos soluções

numéricas dos problemas homogêneos do calor

1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

Desenvolver uma rotina utilizando a linguagem de programação Python, que inclua

uma interface gráfica intuitiva e precisa, com o objetivo de implementar uma solução com-

putacional para a resolução da equação do calor unidimensional. Este projeto visa criar uma

ferramenta que facilite a análise e visualização dos resultados da equação do calor em uma

dimensão, proporcionando uma experiência interativa e acessível para o usuário.

1.2.2 Objetivos Específicos

• Estudar e compreender os conceitos por trás das séries de Fourier e aplicá-los na EDP do

calor;

• Relacionar os cálculos dos problemas homogêneos do calor à uma linguagem de Progra-

mação Python;

• Desenvolver uma interface gráfica baseada nas ferramentas do Pyside6 e QtDesigner;

• Elaborar teste para verificação do funcionamento do programa desenvolvido.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O trabalho está estruturado em 5 capítulos, com seções e subseções. O segundo

capítulo, define o referencial teórico onde irá contextualizar e fundamentar a teoria, conceitos e

princípios relevante das séries de Fourier, problema homogêneo do calor e da linguagem de pro-

gramação Python. O terceiro capítulo, a metodologia é apresentada, explicando detalhadamente

como o trabalho foi desenvolvido. O quarto capítulo é o responsável pelos resultados, levanta-
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mentos e discussões acerca dos retornos obtidos. Por fim, no quinto capítulo são apresentadas as

principais conclusões acerca do software desenvolvido.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 SÉRIES DE FOURIER

2.1.1 Funções Periódicas

Define-se uma função periódica (FIGUEIREDO, 1977, p.12) do seguinte modo:

Uma função f :R→R é dita periódica de período T se f (x+T ) = f (x) para todo x . (1)

Ou seja, função periódica é uma função que tem um período (nesse caso denotado por

T). Segundo (HALLIDAY et al., 2016, p. 88) período é o tempo nescessário para se completar

um ciclo (o intervalo de tempo ou a distância após o qual a função repete seus valores). Exemplos

de funções periódicas bastantes conhecidas é a função seno apresentada na Figura 1 e a função

cosseno apresentada na Figura 2.

Figura 1 – Função sen(x) com período de 2π

Fonte: Produzido no Geogebra



16

Figura 2 – Função cos(x) com período de 2π

Fonte: Produzido no Geogebra

2.1.2 Convergência Uniforme

Em diversos problemas da Matemática e suas aplicações, busca-se uma função que

atenda à certas condições específicas. Frequentemente, nesses casos, obtém-se uma sequência

de funções f1, f2, ..., fn, ..., cada uma satisfazendo as condições exigidas de forma aproximada,

mas com uma precisão crescente. Se tudo ocorrer conforme o esperado, a função limite dessa

sequência deverá satisfazer plenamente as condições estabelecidas (LIMA, 2009, p.154).

Em muitos casos, cada função na sequência é derivada da anterior ao somar uma

função gn. Dessa forma se obtêm uma série de funções ∑gn. A convergência uniforme é um tipo

de convergência mais restrita que uma convergência simples por exemplo. A que se define:

Uma sequência de funções f : X→ R converge uniformemente para a função

f : X→ R quando, para todo ε > 0 dado, existe n0 ∈ N (dependendo apenas de ε) tal que

n > n0 ⇒ | fn(x)− f (x)| < ε seja qual for x ∈X.

No plano R2 , dado ε > 0, a faixa de raio ε em torno do gráfico de f é o conjunto,

cujo

F( f ;ε) = (x,y) ∈R2;x ∈X, f (x)− ε < y < f (x)+ ε. (2)

Quando afirmamos que fn converge uniformemente para f emX, estamos dizendo

que, para qualquer ε > 0 dado, há um n0 ∈ N tal que, para todo n > n0, o gráfico de fn está

dentro de uma faixa de raio ε em torno do gráfico de f (LIMA, 2009, p.155). Como pode ser

observado na Figura 3.
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Figura 3 – O gráfico de f n está contido na faixa F( f ;e).

Fonte: LIMA, Elon Lages. Análise Real. vol. 1. 10ª ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2009. Figura 10, p. 155.)

2.1.3 Função Absolutamente Integrável

Uma função é considerada absolutamente integrável se o valor absoluto da função

for integrável em um intervalo específico. Em outras palavras, uma função f (x) é absolutamente

integrável em um intervalo [a,b] se a integral de | f (x)| de a até b for finita, de forma que

(ENDOU, 2022, p. 43):

∫ b

a
| f (x)|dx < ∞ (3)

Isso implica que a função pode ser integrada em um sentido mais abrangente, le-

vando em consideração tanto os valores positivos quanto os negativos da função. A noção de

funções absolutamente integráveis é importante na teoria da integração, especialmente na inte-

gração de funções que podem ter comportamentos variados ao longo do intervalo de integração

(FIGUEIREDO, 1977).

2.1.4 Definição da Série de Fourier

Dada uma função f :R→R periódica de período 2L, integrável e absolutamente

integrável, pode-se expressar (FIGUEIREDO, 1977, p. 18):
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f (x)∼ a0

2
+

∞

∑
n=1

(
an cos

(nπx
L

)
+bnsen

(nπx
L

))
. (4)

Isso significa que a expressão do lado direito é a série de Fourier de f, em que:

a0 =
1
L

∫ L

−L
f (x)dx (5)

an =
1
L

∫ L

−L
f (x)cos

(nπx
L

)
dx (6)

bn =
1
L

∫ L

−L
f (x)sen

(nπx
L

)
dx (7)

O símbolo de aproximação faz pensar qual a relação entre a função e sua série. Essa

questão torna necessário estabelecer condições suficientes para que a função f seja igual à sua

série de Fourier.

2.1.4.1 Função Seccionalmente Contínua

Define-se uma função seccionalmente contínua (FIGUEIREDO, 1977, p. 18-19):

Uma função f :R→R será seccionalmente contínua se ela tiver apenas um número finito de

descontinuidades (todas de primeira espécie) em qualquer intervalo limitado. Em outras palavras,

dados a < b, existem a ≤ a1 < a2 < ... < an ≤ b, tais que f é contínua em cada intervalo aberto

(a j,a j +1), j = 1, ...,n−1, e existem os limites,

f (a j +0) = lim
x→a+j

f (x) (8)

e

f (a j −0) = lim
x→a−j

f (x). (9)

Exemplo de uma função seccionalmente contínua está apresentada na Figura 4 :
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Figura 4 – Função sinal de x

Fonte: GUEDES DE FIGUEIREDO, Djairo. Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais. 4ª ed. São Paulo:
IMPA, 2000. Figura 2.2, p. 19)

2.1.4.2 Função Seccionalmente Diferenciável

Define-se uma função seccionalmente diferenciável (FIGUEIREDO, 1977, p. 20):

Uma função f :R→R será seccionalmente diferenciável se ela for seccionalmente continua e

se a função derivada f ′ for também seccionalmente contínua. Observe que a derivada f ′ não está

definida em todos os pontos. Dizemos que f ′(x) não existe nos pontos x onde f é descontínua; e

mais, f ′(x) pode não existir, mesmo em alguns pontos onde f é contínua.

Exemplo de uma função seccionalmente diferenciável está apresentada na Figura 5 :

Figura 5 – Função |x| com período 2

Fonte: GUEDES DE FIGUEIREDO, Djairo. Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais. 4ª ed. São Paulo:
IMPA, 2000. Figura 2.5, p. 20)

2.1.5 Teorema de Fourier

Vamos enunciar agora um resultado que fornece condições suficientes para a conver-

gência da série de Fourier de uma função (FIGUEIREDO, 1977, p. 21):

Teorema 1. Seja f : R→ R uma função seccionalmente diferenciável e de período 2L. Então, a

série de Fourier da função converge para f (x) nos pontos em que f é contínua, e converge para

a média entre os limites laterais onde f é descontínua.
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SF( f (x0)) =

 f (x0), se f é contínua em x0

f (x+0 )+ f (x−o )
2 , se f não é contínua em x0.

(10)

Um exemplo da aplicação do teorema de Fourier: Se f(x) for (11) sua série é ilustrado

na Figura 6 :

f (x) =

1, se 0 ≤ x < π

0, se −π ≤ x < 0
(11)

Figura 6 – Representação gráfica da série de Fourier da função f (x)

Fonte: GUEDES DE FIGUEIREDO, Djairo. Análise de Fourier e Equações Diferenciais Parciais. 4ª ed. São Paulo:
IMPA, 2000. Figura 2.4, p. 20)

Como demonstrado na Figura 6, o teorema pode ser observado: no intervalo onde a

função é descontínua, ela converge para a média dos limites laterais, que, neste caso, é 1/2. Nos

outros intervalos, onde a função é contínua, ela é igual à própria função f (x), neste caso, 1 ou 0.

2.2 EQUAÇÃO DO CALOR

A equação do calor unidimensional é uma Equação Diferencial Parcial (EDP) que

modela a propagação do calor em uma barra cilíndrica. Devido à pequena seção transversal da

barra em relação ao seu comprimento, ela pode ser tratada como unidimensional. Neste trabalho,

estudaremos a equação do calor homogênea unidimensional, conforme descrito pelas Leis de

Fourier (SCHMIDT, 2019).

Essa equação analisa a dissipação e condução do calor contínua, pois modela pro-

blemas tecnológicos importantes, como a transferência de calor gerado por máquinas de alta

velocidade (SCHMIDT, 2019). A equação do calor é fundamental no estudo da transferência
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de calor e tem aplicações importantes em várias áreas da engenharia e física. Ela permite a

modelagem precisa de processos de condução térmica, essencial para o design de sistemas

térmicos eficientes (PIFER; AURANI, 2015).

Define-se essa EDP da seguinte forma (FIGUEIREDO, 1977, p. 102):

ut = Kuxx. (12)

Onde, ut é o termo que representa a derivada parcial de u em relação ao tempo t. Em

outras palavras, ut =
∂u
∂ t mede a taxa de variação da temperatura ao longo do tempo em um ponto

fixo no espaço. O termo uxx representa a segunda derivada parcial de u em relação ao espaço

x. Em outras palavras, uxx =
∂ 2u
∂x2 mede a curvatura da função temperatura ao longo do espaço.

K é o coeficiente positivo que representa a difusividade térmica do material. A difusividade

térmica combina a capacidade de condução de calor e a capacidade de armazenamento de calor

do material (FIGUEIREDO, 1977).

2.3 PRINCÍPIO DA SUPERPOSIÇÃO

O princípio da superposição é uma regra fundamental em sistemas lineares, de forma

(ZILL; CULLEN, 2009, p. 26) apresentam o seguinte teorema:

Teorema 2. Considere X1,X2, . . . ,Xn um conjunto de vetores solução de um sistema homogêneo

em um intervalo I. Então, a combinação linear

X = c1X1 + c2X2 + · · ·+ cnXn, (13)

onde os ci, com i = 1,2, . . . ,n, são constantes arbitrárias, é também uma solução no intervalo I.

2.4 PROBLEMA HOMOGÊNEO DO CALOR

Com o estudo da teoria das séries de Fourier, pode-se analisar vários problemas

de valores inicial e de fronteira para a equação do calor, mostrando como obter formalmente

expressões que devem ser soluções, usando os resultados mais delicados de convergência

provando que essas expressões são, de fato, soluções (FIGUEIREDO, 1977).
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2.4.1 Condução de Calor: Barra com Extremidades Mantidas a 0 °C

O problema da condução de calor em uma barra com as extremidades mantidas a

uma temperatura zero consiste em determinar uma função u(x, t) que seja definida para t ≥ 0 e

0 ≤ x ≤ L tal que (FIGUEIREDO, 1977, p. 102):


ut = Kuxx, t > 0, 0 < x < L

u(0, t) = u(L, t) = 0, t > 0

u(x,0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L.

(14)

onde a constante K chamada de coeficiente de difusidade térmico e a função f (x) são

fornecidas. As condições u(0, t) = u(L, t) = 0, para t > 0, são conhecidas como condições de

contorno ou fronteira, enquanto u(x,0) = f (x), para 0 ≤ x ≤ L, é denominada condição inicial.

Esse tipo de problema é conhecido como problema de valores iniciais e de fronteira (PVIF)

(FIGUEIREDO, 1977).

O problema de condução de calor descrito é considerado linear, pois a variável u

aparece sempre elevada à primeira potência em toda a equação. Além disso, tanto a equação

diferencial quanto as condições de contorno são homogêneas. Isso permite abordar o problema

encontrando soluções específicas para a equação e suas condições de contorno, utilizando o

princípio da superposição para garantir que a condição inicial seja satisfeita (BOYCE; DIPRIMA,

2010).

Vamos partir da seguinte hipótese sobre a forma das soluções: vamos supor que

u(x, t) seja o produto de duas funções separadas, uma que depende apenas de x e outra que

depende exclusivamente de t. Dessa forma, podemos simplificar o problema :

u(x, t) = X(x)T (t) (15)

Substituindo (15) na equação do calor (12), têm-se:

KX ′′T = XT ′ (16)

Ou,
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1
K

T ′

T
=

X ′′

X
. (17)

Nesse ponto, as variáveis estão separadas, ou seja, a expressão à esquerda do sinal

de igualdade depende apenas de t, enquanto a expressão à direita depende somente de x. Agora,

é crucial entender que, para que a equação (17) seja válida para 0 < x < L e t > 0, ambos os

lados da equação devem ser iguais a uma mesma constante.

Caso contrário, se mantivermos uma variável fixa (por exemplo, x) e variarmos a

outra, o lado esquerdo da equação (17) permaneceria constante, enquanto o lado direito variaria,

violando a igualdade. Se representarmos essa constante de separação por −λ , a equação (17)

torna-se:

1
K

T ′

T
=

X ′′

X
=−λ (18)

A equação (18) deve satisfazer a equação diferencial ordinária, resultando nas

seguintes equações diferenciais ordinárias para X(x) e T (t):

X ′′+λX = 0 (19)

e

T ′+KλT = 0 (20)

Uma vez que, estamos interessados em soluções que sastifazam as condições de

contornos, isso reduz o trabalho para determinar os possíveis valores de λ . Se aplicarmos a

condições de contorno em (15), têm-se :

u(0, t) = X(0)T (t) = 0 (21)

Se a equação (21) fosse satisfeita ao escolher T (t) igual a zero para todo t, então

u(x, t) seria zero para todos os valores de x e t, o que já descarta como possibilidade. Portanto, a

equação (21) deve ser satisfeita impondo a seguinte condição , análogo a condição x = L:
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X(0) = 0 e X(L) = 0. (22)

Em seguida, busca-se determinar os valores de λ que levam a soluções X(x) para o

problema descrito em (19) e (22). Naturalmente, o interesse está apenas nas soluções X que não

sejam identicamente nulas, pois, de outra forma, obteria u = 0, o que não é desejado. Existem

três possibilidades para λ , conforme descrito a seguir (FIGUEIREDO, 1977):

Caso 1: Se λ > 0. A solução geral da equação (19) é:

X(x) = c1e
√

λx + c2e−
√

λx (23)

Portanto, se X satisfizer a condição dada em (19), o par de constantes (c1,c2) deverá

ser a solução do seguinte sistema:

c1 + c2 = 0

c1e
√

λx + c2e−
√

λx = 0
(24)

Contudo, a única solução desse sistema é c1 = c2 = 0. Isso implica que X ≡ 0, o que

não é desejado.

Caso 2: Se λ = 0. A solução geral da equação (19) é:

X(x) = c1x+ c2 (25)

Portanto, se X satisfizer a condição apresentada em (19), deve-se ter:

c2 = 0

c1L+ c2 = 0
(26)

o que resulta c1 = c2 = 0 e, portanto, X ≡ 0.

Caso 3: Se λ < 0. A solução geral da equação (19) é:

X(x) = c1cos(λx)+ c2sen(λx) (27)
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Para que X satisfaça (19), então:

c1 = 0

c2sen(λL) = 0.
(28)

Como não nos importamos com c2 = 0, temos que sen(λL) = 0. O seno de um

ângulo é igual a zero quando é um múltiplo inteiro de π , o que implica que λL = nπ , onde

n é um número inteiro não nulo (n = ±1,±2,±3, . . .). Assim, obtemos o que chamamos de

autofunções:

Xn(x) = sen
(nπx

L

)
(29)

Associados aos autovalores:

λn =
n2π2

L2 . (30)

Retornando à equação (20) em relação a T (t) e substituindo λ por n2π2

L2 , obtém-se:

T ′+
n2π2K

L2 T = 0 (31)

Logo, T (t) é proporcional a e−n2π2Kt/L2
. Portanto, ao multiplicar as soluções das

equações (19) e (20) e desprezando as constantes arbitrárias de proporcionalidade, conclui-se

que as funções resultantes são:

un(x, t) = cne
−n2π2Kt

L2 sen
(nπx

L

)
(32)

Essas funções satisfazem a equação diferencial parcial do calor (15) e as condições

de contorno para cada valor inteiro positivo de n. Elas são frequentemente chamadas de soluções

fundamentais do problema de condução de calor (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Problemas de valor inicial são resolvidos formando combinações lineares de um

conjunto fundamental de soluções, processo que é chamado de superposição das soluções

fundamentais. Nesse caso, há uma quantidade infinita de soluções, pois para cada valor de n

obtém-se uma resposta diferente, resultando em uma série (BOYCE; DIPRIMA, 2010):
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u(x, t) =
∞

∑
n=1

cne
−n2π2Kt

L2 sen
(nπx

L

)
(33)

Agora será utilizada a condição que ainda não foi aplicada, que é a condição inicial.

Ao aplicar t = 0 na equação (33), obtém-se:

un(x,0) =
∞

∑
n=1

cnsen
(nπx

L

)
= f (x) (34)

Onde pode-se observar que o coeficiente cn é equivalente aos coeficientes de Fourier.

Se a função f (x) é impar e periódica de período de 2L, obtém-se o coeficiente equivalente a

equação (7):

cn =
2
L

∫ L

0
f (x)sen

(nπx
L

)
dx (35)

Cabe ressaltar que a igualdade (35) não é válida para uma função arbitrária. Assim,

a distribuição inicial de temperatura deve atender a certas condições específicas. De acordo com

o Teorema de Fourier, a igualdade (35) será satisfeita para todo x em [0,L] se a função f for

contínua, com f (0) = f (L) = 0, e se f ′ for seccionalmente contínua (FIGUEIREDO, 1977).

2.4.2 Barra sujeita a outras condições laterais

Nesta subseção, apresenta-se problemas de valores iniciais e de fronteira, onde as

condições de fronteira são de diferentes tipos, sempre envolvendo o fluxo de calor, dado em uma

ou em ambas as extremidades (FIGUEIREDO, 1977).

2.4.2.1 Barra isolada termicamente também nas extremidades

Barra isolada termicamente também nas extremidades é o problema matemático que

determinar uma função u(x, t) em R tal que (FIGUEIREDO, 1977, p. 108):


ut = Kuxx, em R

ux(0, t) = ux(L, t) = 0, t > 0

u(x,0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L.

(36)
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Onde a constante K chamada de coeficiente de difusidade térmico e a função f (x)

são fornecidas. As condições ux(0, t) = ux(L, t) = 0, t > 0 é denomidada de condição de contorno

ou fronteira e u(x,0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L de condição inicial. Usando o método de separação de

variáveis, partindo que a solução de u(x, t) = X(x)T (t) como anteriomente, temos (BOYCE;

DIPRIMA, 2010):

X ′′+λX = 0 (37)

e

T ′+KλT = 0. (38)

Um produto das soluções das equações (37) e (38) resulta em uma solução da

equação diferencial parcial. No entanto, interessa apenas as soluções que também satisfazem as

condições de contorno.

Aplicando as condições de contorno x = 0 e L = 0 em u(x, t), obtemos X ′(0)T (t) = 0.

Não se pode permitir que T (t) seja nula para todo t, uma vez que, nesse caso, u(x, t) também

seria nula para todo t. Portanto, é preciso ter :

X ′(0) = 0 e X(L) = 0. (39)

Logo, é necessário resolver a EDO (37) sujeita as condições de contorno. Analisando

λ em três casos :

Caso 1: λ < 0. É conveniente fazer λ =−µ2, onde µ é um número real e positivo.

Então a equação (37) será X ′′−µ2X = 0, e sua soluçäo geral é:

X(x) = c1sen(µx)+ c2cos(µx). (40)

Para esse caso, as condições de contorno só podem ser satisfeitas escolhendo-se

c1 = c2 = 0. Como isso não é aceitável, λ não pode ser negativo; em outras palavras, os

problemas não tem autovalores negativos.

Caso 2: λ = 0. Então a equação (37) fica X ′′ = 0, portanto, sua solução geral é:
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X(x) = c1x+ c2. (41)

As condições de contorno (39) implicam c2 = 0, mas não determinam c1. Logo,

λ = 0 é um autovalor associado à autofunção X(x) = 1. Para λ = 0, segue da equação (38) que

T (t) também é constante, o que pode ser combinado com c1. Portanto, para λ = 0, obtendo a

solução constante u(x, t) = c1.

Caso 3: λ > 0. É conveniente fazer λ = µ2, onde µ é um número real e positivo.

Então a equação (37) será X ′′+µ2X = 0, e sua soluçäo geral é:

X(x) = c1sen(µx)+ c2cos(µx). (42)

A condição de contorno (38) e c2 = 0 e implica cn = nπ/L para n = 1,2,3, . . ., mas

deixa c1 arbitrário. Logo, o problema tem uma sequência infinita de autovalores positivos

λn = n2π2/L2, com autofunções associadas X(x) = cos(nπx/L). Para esses valores de λ , as

soluções T (t) da equação (38) são proporcionais a e−n2π2Kt/L2

Combinando todos esses resultados, obtêm-se as seguintes soluções fundamentais

para o problema do calor com a barra isolada termicamente na extremidades (BOYCE; DIPRIMA,

2010):

u0(x, t) = 1 (43)

e

un(x, t) = e
−n2π2Kt

L2 cos(
nπx

L
). (44)

Uma vez que tanto a equação diferencial quanto as condições de contorno são

homogêneas, qualquer combinação linear finita de soluções fundamentais as satisfaz. Supondo

que isso também seja verdade para uma combinação linear infinita convergente de soluções

fundamentais, então, para que a condição inicial seja satisfeita, vamos supor que u(x, t) tenha a

forma (BOYCE; DIPRIMA, 2010):

u(x, t) =
c0

2
+

∞

∑
n=1

cne
−n2π2Kt

L2 cos
(nπx

L

)
. (45)
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Aplicando a condição inicial na equação (45), obtêm-se:

u(x,0) =
c0

2
+

∞

∑
n=1

cn cos
(nπx

L

)
= f (x). (46)

Onde o coeficiente cn é equivalente aos coeficientes de Fourier (6). Se a função f (x)

é par e periódica de período de 2L, obtém-se o coeficiente da seguinte forma,

cn =
2
L

∫ L

0
f (x)cos

(nπx
L

)
dx. (47)

Com esta escolha dos coeficientes c0,c1,c2, . . ., a série (45) é solução do problema

de condução de calor para uma barra com extremidades isoladas.

Pode-se notar que a solução (45) pode ser interpretada como a soma de uma distribui-

ção de temperatura em estado estacionário (representada pela constante c0/2, que não depende

do tempo t) e uma distribuição transiente (representada pelo restante da série infinita) que tende

a zero à medida que t se aproxima do infinito. O fato de o estado estacionário ser constante

está de acordo com a ideia de que o processo de condução de calor, com o tempo, tornará a

temperatura uniforme ao longo da barra, desde que não haja troca de calor com o ambiente.

Fisicamente, o termo c0/2 corresponde ao valor médio da distribuição de temperatura inicial

(BOYCE; DIPRIMA, 2010).

c0 =
1
L

∫ L

0
f (x)dx. (48)

2.4.2.2 Barra com uma extremidade isolada termicamente e a outra mantida a 0 °C

Uma barra com uma extremidade isolada termicamente e a outra mantida a 0 °C

apresenta o problema matemático de determinar uma função u(x, t) definida em R, tal que

(FIGUEIREDO, 1977, p. 110):


ut = Kuxx, em R

u(0, t) = ux(L, t) = 0, t > 0

u(x,0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L.

(49)
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Onde a constante K chamada de coeficiente de difusidade térmico e a função f (x)

são fornecidas. A condição u(0, t) = ux(L, t) = 0, t > 0 é denomidado condição de contorno

ou fronteira e u(x,0) = f (x), 0 ≤ x ≤ L de condição inicial. Usando o método de separação de

variáveis, chega ao problema de autovalores (FIGUEIREDO, 1977):

X ′′−λX = 0

X(0) = X ′(L) = 0 para 0 ≤ x ≤ L.
(50)

cujo autovalores são λn = −(2n− 1)2π2/4L2, com n = 1,2, . . ., e as respectivas

autofunções sen((2n− 1)πx/2L). Portanto, a solução do PVIF (49) é obtida pela seguinte

expressão:

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cne
−(2n−1)2π2Kt

4L2 sen
(
(2n−1)πx

2L

)
, (51)

onde o coeficiente cn serão dados por,

cn =
2
L

∫ L

0
f (x)sen

(
(2n−1)πx

2L

)
dx. (52)

É importante observar que f deve ser definida como uma função ímpar para que se

obtenha uma série de senos. Além disso, a abordagem de considerar f como periódica com

período 2L, como nos casos anteriores, não se aplica aqui. Na verdade, 2L assume o papel de

L dos problemas anteriores. Assim, f deve ser definida como periódica com período 4L. No

entanto, essa definição não abrange toda a reta; é necessário indicar os valores de f no intervalo

[L,2L]. Se f for definida de maneira arbitrária nesse intervalo, a série de f incluirá todos os

senos da forma sen( jπx/2L), com j = 1,2, . . .. Como não se pretende incluir tais senos para j

par, basta definir f (x) = f (2L− x) para x em [L,2L] (FIGUEIREDO, 1977).

2.5 PYTHON

Python é uma linguagem de programação de alto nível e interpretada, caracterizada

por uma sintaxe simples e legível, além de oferecer uma vasta gama de módulos (bibliotecas)

para realizar uma ampla variedade de tarefas. Além disso, possui estruturas de dados avançadas,

como dicionários, listas e tuplas (BORGES, 2014).
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Em Python, os arquivos-fonte que são importados e executados em outro arquivo

Python são denominados módulos. A estrutura simplificada de um módulo pode ser observada

na Figura 7 (BORGES, 2014).

Figura 7 – Estrutura fundamental de um módulo Python

Fonte: Borges, 2014

A linguagem Python é amplamente utilizada na análise e processamento de dados,

com uma comunidade ativa e bem estabelecida na área. Um conceito crucial nesse contexto

são os dados tabulares, também conhecidos como planilhas, que permitem armazenar diferentes

tipos de informações em cada coluna, como strings, números e datas, além de poderem ser salvos

em arquivos nos formatos CSV ou XLS (MCKINNEY, 2022).

Figura 8 – Popularidade das linguagens de programação

Fonte: PYPL, 2024

Devido às vantagens dessa linguagem de programação, ela se torna acessível tanto

para iniciantes quanto para programadores experientes. Segundo o (CARBONNELLE, 2023)
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responsável pelo PYPL (Popularity of Programming Language), Python tem sido a linguagem

de programação mais utilizada na atualidade. Confira a Figura 8 acima, o gráfico segue uma

escala logarítmica:

2.5.1 SymPy

O SymPy é um software livre e de código aberto, distribuído sob a Licença BSD de

3 cláusulas (ROSEN, 2005). Iniciado por Ondřej Čertík em 2005, o projeto SymPy expandiu-se

ao longo do tempo, contando atualmente com a contribuição de mais de 500 colaboradores.

O desenvolvimento do SymPy é realizado no GitHub, seguindo o modelo de comuni-

dade bazar (RAYMOND, 1999). A acessibilidade do código-fonte e o modelo de comunidade

aberta permitem que o SymPy atenda prontamente às demandas dos usuários e desenvolvedores

(MEURER et al., 2017).

De acordo com o site oficial do SYMPY, o SymPy é uma biblioteca Python voltada

para matemática simbólica. Seu propósito é evoluir para um sistema abrangente de álgebra

computacional, mantendo o código o mais simples possível para assegurar sua compreensão e

facilidade de expansão, sendo desenvolvido exclusivamente em Python (SYMPY, 2024).

2.5.2 NumPy

A NumPy (Numerical Python) é uma biblioteca Python frequentemente empregada

para cálculos numéricos, notavelmente focada no processamento de arrays multidimensionais.

Sua versão 1.0 foi lançada no final de 2006 por Travis Oliphant (OLIPHANT et al., 2006).

Esses arrays multidimensionais, também conhecidos como ndarray (N-dimensional

array), são estruturas de dados com um número fixo de elementos, nos quais cada elemento é

composto por uma série de vetores de tamanho uniforme, e cada vetor contém elementos do

mesmo tipo de dados (NELLI, 2018).

Conforme destacado no site oficial da NumPy, a biblioteca oferece diversas vantagens

notáveis, tornando-se uma ferramenta essencial para a computação científica (NUMPY, 2024):

• Matrizes N-dimensionais poderosas e versáteis: O NumPy é reconhecido por suas

matrizes N-dimensionais eficientes e flexíveis, estabelecendo os padrões de computação

em array na atualidade;

• Ferramentas abrangentes de computação numérica: Além das matrizes, o NumPy

oferece uma ampla gama de funções matemáticas, geradores de números aleatórios, rotinas
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de álgebra linear, transformadas de Fourier e outras funcionalidades essenciais para análise

numérica;

• Código aberto e comunidade ativa: Distribuído sob uma licença BSD liberal, o NumPy

é desenvolvido e mantido publicamente no GitHub por uma comunidade ativa, responsiva

e diversificada de desenvolvedores;

• Facilidade de uso: Com sua sintaxe de alto nível e interface intuitiva, o NumPy é

acessível e produtivo para programadores de diversos níveis de experiência, facilitando

o desenvolvimento e análise de algoritmos numéricos em ambientes científicos e de

engenharia;

• O NumPy é compatível com uma variedade de plataformas de hardware e software,

permitindo integração fluida com outras bibliotecas, processamento em GPU (unidade de

processamento de gráficos) e manipulação de matrizes esparsas.

2.5.3 Matplotlib

O Matplotlib é uma biblioteca para linguaguem Python. Uma das principais ca-

racterísticas desta biblioteca é sua capacidade de criar visualizações de dados em gráficos

bidimensionais, com a possibilidade de desenvolver até mesmo gráficos em 3D. Ela é capaz de

produzir resultados comparáveis aos gráficos gerados por softwares como Matlab, oferecendo

opções de exportação em diversos formatos, como PNG, PDF, SVG e ESP (NELLI, 2018).

Para a área de ciência de dados, o Matplotlib é uma das bibliotecas fundamentais,

juntamente com o Pandas e NumPy, fornecendo ferramentas como o pyplot, que possui funções

capazes de plotar gráficos com qualidade semelhante ao Matlab (BISONG et al., 2019).

2.5.4 Pyside6 e QtDesigner

O PySide6 é uma biblioteca Python desenvolvida sobre a base do Qt, uma biblioteca

originalmente escrita em C++ e mantida atualmente pela empresa The Qt Company. Seu

propósito é facilitar a criação de interfaces gráficas altamente personalizáveis e versáteis. Além

de ser open-source ou código aberto, o PySide6 é uma multiplataforma, permitindo a execução

de aplicações em sistemas operacionais como Linux, Windows e MacOS (FITZPATRICK, 2019).

Entretanto, o caminho do desenvolvimento de interfaces não termina com o Pyside6.

Surge o Qt Designer, uma ferramenta gráfica que complementa o Pyside ao fornecer uma

maneira intuitiva de projetar interfaces. Com uma interface de arrastar e soltar, o Qt Designer
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simplifica o processo de design, reduzindo consideravelmente o tempo e esforço necessários

para a codificação manual. Ao integrar o Pyside6 ao Qt Designer, os desenvolvedores podem

agilizar o processo de design, iterar rapidamente nos layouts e alcançar uma fidelidade visual

que ressoa com os usuários finais (NABIJONOVICH; NAJMIDDIN, 2024).
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3 METODOLOGIA

O referido Capítulo tem como por objetivo apresentar detalhadamente a metodologia

empregada no desenvolvimento da rotina em Python, que incorpora uma interface gráfica e realiza

os cálculos. O processo foi organizado em etapas lógicas, contemplando desde o planejamento e

a estruturação até a obtenção dos resultados obtidos.

3.1 FERRAMENTAS E AMBIENTE DE DESENVOLVIMENTO

3.1.1 Escolha da liguaguem

A linguagem Python foi escolhida por ser de fácil manuseio e por oferecer uma

ampla variedade de bibliotecas voltadas para análises matemáticas e construções de interfaces.

3.1.2 Bibliotecas utilizadas

As bibliotecas utilizadas nesse trabalho destacam-se:

• Pyside6: Empregada na construção da interface gráfica, que possibilita a visualização e o

controle da rotina desenvolvida em Python;

• SymPy: Empregada na parte matématica do código;

• Matplotlib: Empregada nas projeções de gráficos e imagens;

• NumPy: utilizado para criar e manipular arrays e para gerar valores numéricos.

3.1.3 Características do código

O código segue uma abordagem modular de classes, onde cada classe é responsável

por uma parte específica da interface e da funcionalidade. A Figura 9 mostra um diagrama que

apresenta a arquitetura de classes utilizadas no projeto.

Consiste em seis telas que seguem a sequência apresentada na Figura 9. Em negrito,

é destacado o tipo de classe correspondente a cada tela, seguido da descrição de seu papel no

código, apresentada sem negrito.
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Figura 9 – Sequências de Classes

Fonte: Autor

3.1.4 Implementação de classes

Nesta subseção, apresenta-se a implementação das classes utilizadas no desenvol-

vimento do software. Cada classe foi projetada para atender as funcionalidades específicas

dentro do sistema, e sua estrutura e métodos são descritos em detalhes a seguir. A análise

da implementação busca oferecer uma visão clara sobre como cada classe contribui para o

funcionamento geral do software, abordando a lógica de seus métodos, suas interações e o papel

que desempenham no cumprimento dos objetivos do projeto.

Classe Main

A classe Main é a tela principal do sistema, responsável como ponto de acesso e

interação para as demais telas da aplicação. A seguir, na Figura 10, são apresentados seus

métodos.

Classe LoadingScreen

A classe LoadingScreen é a tela de carregamento, responsável por exibir uma tela de

carregamento ou um indicador de progresso enquanto uma aplicação está realizando uma tarefa

que pode demorar algum tempo, devido ao do processamento de dados e o carregamento dos

gráficos. Os quais são apresentados na Figura 11.
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Figura 10 – Métodos da Tela Principal

Fonte: Autor

Figura 11 – Métodos da Tela de Carregamento

Fonte: Autor

Classe MainWindow

As classes MainWindows representam as telas de resultados do sistema e desempe-

nham um papel importante no código, funcionando como janelas nas quais diversos elementos,

como imagens, gráficos e resultados do problema, são exibidos e interagidos. A Figura 12

mostra os métodos da MainWindow1; todas as outras (MainWindow2 e MainWindow3) seguem

os mesmos padrões de métodos.

Classe Form

A classe Form é responsável por apresentar os valores dos parâmetros das constantes

de difusividade térmica de diversos materiais. Ela não consiste de métodos, apenas é uma classe

para visualizar uma tabela de valores.

A abordagem adotada para a implementação das classes considerou princípios de

lógicas, buscando garantir modularidade, reutilização e manutenção eficiente do código. Cada

classe é descrita com foco em sua funcionalidade principal, os métodos que a compõem e como

esses métodos são utilizados para realizar operações específicas.
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Figura 12 – Métodos da Tela de Resultados

Fonte: Autor

3.1.5 Arquitetura do sistema

A plataforma Qt Designer foi empregada para o desenvolvimento da interface do

software. Esta ferramenta permite a criação de interfaces gráficas de maneira intuitiva, por

meio da inserção e posicionamento de objetos como rótulos, botões e painéis, que podem ser

arrastados e soltos conforme necessário. Além disso, é possível personalizar cores, formas e

tamanhos desses elementos, proporcionando um design de interfaces dinâmico, eficiente e visual,

conforme ilustrado na Figura 13.

Figura 13 – Tela do Qt

Fonte: Retirado da tela QtDesigner
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O PySide6 é um conjunto de ferramentas desenvolvido para a criação de aplicações

gráficas em Python, utilizando a biblioteca Qt 6, uma das frameworks para o desenvolvimento

de interfaces gráficas e aplicações interativas. Como o binding oficial da Qt para Python, o

PySide6 oferece a capacidade de desenvolver aplicações sofisticadas e interativas com a robustez

e flexibilidade da Qt 6.

A integração entre PySide6 e Qt Designer ocorre em três etapas principais: primeiro,

criar a interface gráfica usando o Qt Designer; em seguida, converter o arquivo .ui, que é o tipo

de arquivo que salva do QtDesginer, para código Python; e, por fim, integrar esse código ao

projeto Python. Para isso, é preciso importar o módulo gerado e utilizar suas classes e métodos

para manipular a interface criada. Selecionando uma classe que herde uma das classes da Qt,

como QMainWindow ou QWidget, e configurando a interface conforme o módulo gerado, como

ilustrado na Figura 14.

Figura 14 – Importação do Qt para Python

Fonte: Autor

3.2 IMPLEMENTAÇÃO DA EQUAÇÃO DO CALOR EM PYTHON

Inicialmente, foi desenvolvido um código para calcular a solução homogênea da

equação do calor de uma dimensão de forma isolada, antes de integrá-lo a uma interface gráfica.

Essa abordagem permitiu verificar e validar partes individuais do código de maneira eficaz. A

Figura 15 e Figura 16 apresentam o código utilizado para calcular e plotar o gráfico tridimensional

do problema, enquanto a Figura 17 e Figura 18 exibem o código correspondente para a solução

bidimensional, incluindo as etapas de cálculo, impressão e plotagem do gráfico.

Os códigos foram criados separadamente, a fim de garantir que cada componente

fosse funcional antes de sua inserção na interface gráfica. Todas as imagens ilustram a solução
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para uma barra com extremidades mantidas a 0 °C.

Figura 15 – Demonstração dos códigos python, para plotagem em 3D - Parte 1

Fonte: Autor

A principal diferença entre as soluções reside no termo destacado no retângulo, que

modifica o cálculo dos coeficientes e a formulação da série associada à solução dos problemas.

Em outras palavras, a variação entre os problemas se dá especificamente nos coeficientes cn e na

série correspondente. O restante do código permanece constante, refletindo a uniformidade na

abordagem de cálculo e implementação, independentemente das diferenças nos coeficientes.

As imagens ilustram as etapas seguidas por cada código para a plotagem de gráficos,

abordando separadamente cada tipo de visualização 2D e 3D. As principais bibliotecas utilizadas

para essas implementações são o SymPy, o NumPy e o Matplotlib. O SymPy foi empregado

para a manipulação simbólica e resolução das integrais, enquanto o NumPy foi utilizado para o

processamento numérico e operações com arrays. O Matplotlib, por sua vez, foi responsável

pela geração das visualizações gráficas, permitindo a representação dos resultados obtidos.
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Figura 16 – Demonstração dos códigos python, para plotagem em 3D - Parte 2

Fonte: Autor

Figura 17 – Demonstração dos códigos python, para plotar em 2D - Parte 1

Fonte: Autor

3.3 TESTES

Serão adotado três teste para metodologia: Testes Unitários, Testes de Integração e

Testes de Sistema.

Os Testes Unitários verificam a funcionalidade de partes individuais do código, como

funções ou métodos, assegurando que cada unidade opere conforme o esperado. Esses testes
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Figura 18 – Demonstração dos códigos python, para plotar em 2D - Parte 2

Fonte: Autor

são, em geral, realizados pelos desenvolvedores durante o processo de desenvolvimento, com

o objetivo de identificar erros em componentes isolados e garantir o correto funcionamento de

cada unidade de código de forma independente.

Os Testes de Integração avaliam a interação entre diferentes módulos ou componentes

do sistema, assegurando que funcionem adequadamente quando combinados. O objetivo é

identificar problemas que possam surgir na comunicação entre os componentes e garantir que a

integração entre eles seja eficaz.

Por fim, os Testes de Sistema avaliam o sistema como um todo, verificando se

todos os componentes e módulos interagem corretamente e se o sistema atende aos requisitos

especificados. O objetivo é validar a funcionalidade geral do sistema e assegurar que ele opere

de acordo com as expectativas e os requisitos estabelecidos.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste capítulo, apresentamos e analisamos os resultados obtidos a partir do de-

senvolvimento do software em Python para a solução computacional da equação do calor

unidimensional. A seção é dividida em duas partes principais: a apresentação dos resultados

obtidos através da execução do software e a discussão crítica desses resultados à luz dos objetivos

e hipóteses estabelecidos.

Inicialmente, serão detalhados os resultados da implementação das soluções analíti-

cas e numéricas da equação do calor, destacando a eficácia do software na geração e visualização

dos dados. Em seguida, a discussão abordará a análise crítica dos resultados, comparando-os

com as soluções teóricas e expectativas iniciais. Serão examinadas as possíveis fontes de erro

e as limitações do software, bem como as implicações dos resultados para a compreensão e

aplicação da equação do calor.

4.1 SOFTWARE

4.1.1 Código Completo do Projeto

4.1.1.1 Importações

Apresenta-se o código completo do projeto, onde serão divididos em partes, afim de

melhor compreensão. A Figura 19 implementa as importações necessárias para a obteção final

do projeto.

Figura 19 – Imports

Fonte: Autor
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4.1.1.2 Classe Loading

A Figura 20 mostra classe LoadingScreen que é um QDialog, ou seja, uma janela de

carregamento para promover a interação entre a tela principal com as outras telas calculadas.

Figura 20 – Classe da LoadingScreen

Fonte: Autor

4.1.1.3 Classe Main

A seguir, são apresentadas as características da tela principal do sistema. A Figura

21 ilustra todos os botões que compõem a interface, bem como suas respectivas funcionalidades.

Figura 21 – Tela Principal - Parte 1

Fonte: Autor
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A seguir, são apresentadas as funções implementadas na tela principal. A Figura 22

representa a primeira função utilizada no código, que é responsável por chamar a tela de carrega-

mento (classe LoadingScreen) e aumentar a barra de progresso à medida que o cálculo é realizado.

Figura 22 – Tela Principal - Parte 2

Fonte: Autor

A próxima função é responsável por capturar os parâmetros da tela principal e

utilizá-los para realizar os cálculos e abrir as telas de resultados, conforme ilustrado na Figura

23. Ou seja, o sistema possui três funções desse tipo, cada uma responsável por chamar as telas

de resultados 1, 2 e 3.

Figura 23 – Tela Principal - Parte 3

Fonte: Autor

Por fim, as duas últimas funções desta primeira tela são: a open_tela_difusidade,

responsável por abrir a tela que contém a tabela dos coeficientes de difusividade térmica, e a

leftMenu, que realiza uma animação ao clicar no botão de menu. Estas estão apresentadas na
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Figura 24.

Figura 24 – Tela Principal - Parte 4

Fonte: Autor

Dessa forma, finalizam-se todas as funções presentes na Main (Tela Principal),

garantindo que o sistema ofereça uma interface intuitiva e responsiva ao usuário.

4.1.1.4 Classe MainWindow1

A classe MainWindow1 ou tela de resultados 1, apresenta as seguintes funções

inseridas, primordialmente os botões que têm interações com cada função, análogo a classe

Main, conforme ilustrado na Figura 25.

Figura 25 – Classe MainWindow1 - Parte 1

Fonte: Autor

Em continuidade, a Figura 26 ilustra mais três funções contidas na classe. A função

copiar_texto tem como objetivo copiar o texto inserido na LineEdit, especificamente o resul-

tado do problema em formato LaTeX. A função clear_message complementa copiar_texto,
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servindo para apagar a mensagem de aviso ("Texto copiado!") após alguns segundos. Por sua

vez, a função img é responsável por plotar a solução do problema diretamente na Label.

Figura 26 – Classe MainWindow1 - Parte 2

Fonte: Autor

Ademais, mais três funções contidas na classe MainWindow1 apresentadas na Figura

27 são: ver_2d que consiste em exibir o gráfico na janela do Matplotlib quando clicado no

botão btn_2d, assimilar a função ver_3d que faz a mesma função quando clicado no botão

btn_3d. Já a função close_tela, serve para fechar a tela de resultados 1 e voltar (aparecer) a

tela principal.

Figura 27 – Classe MainWindow1 - Parte 3

Fonte: Autor
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A função plot_graph, ilustrada pela Figura 28 é a parte mais extensa do código,

sendo responsável pela plotagem do gráfico 3D. Essa função, é responsável por integrar os

códigos das Figuras 15 e 16, esta é substancialmente complexa e unifica essas operações em uma

única função. Ela é executada automaticamente ao abrir a tela de resultados 1.

Figura 28 – Classe MainWindow1 - Parte 4

Fonte: Autor

De forma análoga à função anterior, a função plot_graph_2d ilustrada pela Figura
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29 é responsável por plotar o gráfico 2D ao abrir a tela de resultados 1. Os códigos apresentados

nas Figuras 17 e 18 estão integrados nessa única função.

Figura 29 – Classe MainWindow1 - Parte 5

Fonte: Autor

Dessa forma, finalizam-se todas as funções presentes na MainWindow1 (Tela de

Resultados 1), assegurando que o sistema ofereça ao usuário uma interface simples e ágil. Para

evitar repetição, serão destacadas apenas as diferenças entre os códigos, que se referem aos

termos cn e à série (solução do problema). Como já mencionado anteriormente no trabalho, o

restante do código permanece inalterado.

4.1.1.5 Classe MainWindow2

A classe MainWindow2, denominada como tela de resultados 2. Ao analisar as

Figuras apresentadas, as únicas alterações serão encontradas nas partes 4 e 5, referentes a figura
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28 e 29 . Essas correspondentes modificações estão ilustradas na Figura 30.

Figura 30 – Classe MainWindow2

Fonte: Autor

4.1.1.6 Classe MainWindow3

A classe MainWindow3, chamada de tela de resultados 3, segue as seguintes altera-

ções conforme ilustra a Figura 31.

Figura 31 – Classe MainWindow3

Fonte: Autor
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4.1.1.7 Classe Form

A classe Form é responsável por abrir a tela das constantes de difusividade térmica.

Ela não possui funções específicas implementadas, servindo apenas para a visualização da tabela

presente na tela, conforme ilustra a Figura 32.

Figura 32 – Classe Form

Fonte: Autor

4.1.2 Interface Gráfica

Nesta subseção, apresenta a interface gráfica desenvolvida para o software. Na Figura

33, observa-se a tela principal, que contém três botões: Menu, Home e Manual. Cada um desses

botões direciona o usuário para uma tela específica, conforme suas respectivas funcionalidades.

Figura 33 – Tela Princial da Interface Gráfica

Fonte: Autor

Ao clicar no botão Menu, será aberta uma aba que permite ao usuário selecionar o

problema desejado, conforme ilustrado na Figura 34.

Cada página do problema contém três campos de entrada (EditLines), que repre-
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Figura 34 – Tela de Parâmetros da Interface Gráfica

Fonte: Autor

sentam os seguintes parâmetros: função f (x), comprimento da barra (L) e o coeficiente de

difusividade térmica (K).ao inserir os valores dos parâmetros e clicar no botão Calcular, uma

tela de carregamento será exibida até que todos os cálculos sejam concluídos, conforme ilustrado

na Figura 35.

Figura 35 – Tela de Carregamento da Interface Gráfica

Fonte: Autor

Quando o progresso atingir 100%, a tela de resultados correspondente ao problema
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selecionado será aberta. Nesta tela, serão exibidas: a solução geral do problema, a resposta

com os os valores inseridos pelo usuário (Resultado da EDP em latex), além dos gráficos dessa

solução, tanto em 2D quanto em 3D, conforme mostrado na Figura 36.

Figura 36 – Tela de Resultados da Interface Gráfica

Fonte: Autor

Além das funcionalidades já mencionadas, a tela de resultados permite copiar o

resultado do cálculo em formato LaTeX, possibilitando ao usuário renderizar essa resposta em

uma plataforma adequada. Outra função disponível é a visualização interativa dos gráficos, onde

é possível ampliar a imagem e utilizar diversas opções oferecidas pelo Matplotlib, como salvar a

imagem. Isso pode ser útil caso o usuário deseje utilizar o gráfico em trabalhos, documentos,

entre outros.

A página do manual do software contém instruções detalhadas sobre o funcionamento

do sistema, incluindo as implementações compatíveis, as unidades de medida utilizadas, entre

outras informações relevantes. Apresentado na Figura 37.

Assim finalizamos a demonstração da interface gráfica do software, onde cada função

desempenha um papel fundamental na interação entre o usuário e o software, desde a captura de

parâmetros até a visualização de outras telas, passando por animações e acesso a informações

adicionais. Com essa implementação, assegura-se que todas as funcionalidades essenciais estão

integradas de maneira coesa, proporcionando uma experiência de uso eficiente e agradável.
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Figura 37 – Tela de Manual da Interface Gráfica

Fonte: Autor

4.2 ANÁLISE CRÍTICA DOS RESULTADOS

4.2.1 Comparação com Soluções Teóricas

Nesta subseção, será realizada uma análise comparativa entre os resultados obtidos

através do software desenvolvido e as soluções teóricas conhecidas para a equação do calor em

uma dimensão. O objetivo dessa comparação é verificar a precisão e a confiabilidade do método

computacional implementado, identificando convergências e divergências em relação às soluções

analíticas. Além disso, será avaliada a capacidade do software de lidar com diferentes condições

de contorno e variações de parâmetros, analisando a adequação do modelo numérico utilizado

frente aos resultados esperados teoricamente.

4.2.1.1 Apresentação das Soluções Teóricas

Exemplo 1 (BOYCE; DIPRIMA, 2010, p. 476): Encontre a temperatura u(x, t)

em qualquer instante em uma barra de metal com 50 cm de comprimento, insulada nos lados,

inicialmente a uma temperatura uniforme de 20°C em toda a barra e cujas extremidades são

mantidas a 0°C para todo t > 0.

A temperatura na barra satisfaz o problema de condução de calor dada pelas equações

(33) e (35), com extremidades mantidas a 0 °C. Para o comprimento L = 50 e função f (x) = 20
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para 0 < x < 50. Logo, substituindo os valores na equação (33), a soluçao é:

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cne
−n2π2Kt

2500 sen
(nπx

50

)
.

De forma que o cn será expresso da seguinte maneira:

cn =
2

50

∫ 50

0
20sen

(nπx
50

)
dx =

4
5

∫ 50

0
sen

(nπx
50

)
dx

cn =
40
nπ

(1− cosnπ).

Ou seja, para cada valor de n, teremos uma resposta de cn diferente, de forma que

pode-se determinar o valor de cn através:

cn =


80
nπ
, n = ímpar

0, n = par.

Como o interesse é apenas em soluções não nulas, obtêm-se a seguinte resposta

desse problema:

u(x, t) =
80
π

∞

∑
n=1,3,5,...

1
n

e
−n2π2Kt

2500 sen
(nπx

50

)
. (53)

A equação (53) que descreve a temperatura é relativamente complexa, mas o fator

exponencial com potência negativa em cada termo da série faz com que a convergência seja

rápida, exceto para valores muito pequenos de t ou K. Assim, em geral, é possível obter

resultados precisos utilizando poucos termos da série (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Para fins de análise , utilizaremos t em segundos, o que implica que α terá unidades

de cm²/s. Ao definirmos, por conveniência, α = 1, estaremos representando uma barra de um

material cujas propriedades térmicas estão entre as do cobre e do alumínio. O comportamento da

solução é ilustrado na Figura 38.

Onde pode-se observar a distribuição da temperatura ao longo da barra em diferentes

momentos no tempo. Nota-se que a temperatura diminui constantemente à medida que a barra

perde calor pelas extremidades (BOYCE; DIPRIMA, 2010).
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Figura 38 – Distribuição de temperatura em diversos instantes

Fonte: BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equações diferenciais elementares e problemas de valores de
contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010. Figura 10.5 3, p. 476.

Exemplo 2 (BOYCE; DIPRIMA, 2010, p. 483): Encontre a temperatura u(x, t)

em uma barra metálica com 25 cm de comprimento, isolada tanto nas extremidades quanto nos

lados, cuja distribuição inicial de temperatura u(x,0) = x para 0 < x < 25.

O que caracteriza como o problema homogêneo do calor a barra isolada termicamente

também nas extremidades. A solução para esse problema já foi obtida por meio da equação (45),

os coeficientes cn é obtido pela expressão (47). E o coeficiente c0 é equivalente ao coeficiente a0

dos coeficientes de Fourier, obtidos através da expressão (48).

A temperatura na barra satisfaz o problema de condução de calor a barra isolada

termicamente também nas extremidades, com L = 25 e f (x) = x. De forma, substituindo os

valores na equação (45), terá solução:

u(x, t) =
c0

2
+

∞

∑
n=1

cne
n2π2Kt

625 cos
(nπx

25

)
,

de forma que os coeficientes são determinados por:

c0 =
2

25

∫ 25

0
xdx = 25

e, para n ≥ 1:

cn =
2
25

∫ 25

0
xcos

(nπx
25

)
dx =

50(cos(nπ)−1)
(nπ)2 .

Ou seja, para cada valor de n, têm-se uma resposta de cn diferente, de forma que

pode-se concluir que cn vale:

cn =


−100
(nπ)2 , n = ímpar

0, n = par.
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Como interessa apenas as soluções não nulas, obtêm-se a seguinte solução do

problema:

u(x, t) =
25
2
− 100

π2

∞

∑
n=1,3,5,...

1
n2 e

n2π2Kt
625 cos

(nπx
25

)
. (54)

A solução do problema pode ser visualizada graficamente na Figura 39. No caso

em que K = 1, a Figura 39 ilustra como a distribuição de temperatura na barra varia ao longo

de diferentes instantes de tempo. Vale destacar que a série converge de forma bastante rápida,

permitindo que, com poucos termos, já seja possível obter gráficos precisos e representativos da

evolução da temperatura (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

Figura 39 – Distribuição de temperatura em diversos instantes

Fonte: BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C. Equações diferenciais elementares e problemas de valores de
contorno. 9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010. Figura 10.5 3, p. 483.

Exemplo 3 (LIMA, 2015, p. 52): Problema da barra com uma extremidade isolada

termicamente e a outra mantida a 0 °C.


ut = 4uxx, em R

u(0, t) = ux(π, t) = 0, t > 0

u(x,0) = x2, 0 ≤ x ≤ L.

De forma, que temos a solução é representada pela expressão (51).

u(x, t) =
∞

∑
n=1

cne
−(2n−1)2π2Kt

4L2 sen
(
(2n−1)πx

2L

)
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e para determinar o coeficiente cn, utilizaremos a expressão (52), na qual é dada por:

cn =
2
L

∫ L

0
f (x)sen

(
(2n−1)πx

2L

)
dx.

Primeiramente é nescessário determinar o coeficiente. Sabendo que L = π e f (x)= x2,

obtemos:

cn =
2
π

∫
π

0
x2sen

(
(2n−1)πx

2π

)
dx.

Ao resolver essa integral por meio do método de integração por partes, obtém-se

o valor de cn, que, ao ser substituído na expressão (51), resulta em uma solução u(x, t) para o

problema, conforme expresso na equação (55).

u(x, t) =
∞

∑
n=1

16
(−1)n

(2n−1)2 −
32

(2n−1)3π
sen

(
(2n−1)x

2

)
e−(2n−1)2t . (55)

4.2.1.2 Resultados Numéricos

Neste tópico, serão abordadas as resoluções dos problemas apresentados na seção

anterior, realizadas numericamente por meio do software desenvolvido. Para o Exemplo 1

(BOYCE; DIPRIMA, 2010, p. 476): Encontre a temperatura u(x, t) em qualquer instante em uma

barra de metal com 50 cm decomprimento, insulada nos lados, inicialmente a uma temperatura

uniforme de 20°C em toda a barra e cujas extremidades são mantidas a 0°C para todo t > 0.

Primeiro, sabendo que o problema se trata do problema homogêneo da barra com

extremidades mantidas a 0°C, seleciona-se o problema 1 na interface. Tendo uma função

f (x) = 20, comprimento L = 50 e um K = 1. Esses são os parâmetros necessários para obter a

resposta desse problema. Substituindo nas linesEdits, conforme ilustra a Figura 40.

Clicando no botão calcular, e aguardando a barra de carregamento (progress bar)

finalizar, tem-se a solução, ver Figura 41. Vamos agora entender e discutir quais resultados o

software nos traz. A primeira informação apresentada é a solução geral do problema homogêneo

da equação do calor para uma barra com extremidades mantidas a 0°C. Em qualquer problema

dessa natureza, o software sempre exibirá essa representação.
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Figura 40 – Parâmetros inseridos na interface

Fonte: Autor

Figura 41 – Resposta do software para o exemplo 1

Fonte: Autor

Em segundo lugar, o resultado do exercício foi obtido de acordo com os parâmetros

utilizados. A expressão está em formato LaTeX, e, caso o usuário deseje visualizá-la, basta

clicar no botão Copiar e renderizá-la em uma ferramenta compatível com LaTeX. A expressão

renderizada é a seguinte:
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0.04


−1000.0cos(πn)

πn + 1000.0
πn for n >−∞∧n < ∞∧n ̸= 0

0 otherwise

e−0.0004π2n2t sin(0.02πnx).

Vale ressaltar que a diferença entre a solução teórica e a numérica será discutida na

próxima seção. No entanto, é essencial compreender o que está sendo apresentado e o motivo.

Todos os termos que antecedem a exponencial indicam o seguinte: o valor 0,04 (equivalente

a 2/50) multiplica (
∫ 50

0 20sin
(nπx

50

)
dx). Isso ocorre porque a biblioteca utilizada realiza os

cálculos dessa forma para integrais que resultam em diferentes respostas, dependendo dos

valores de, nesse caso n. Neste caso, para valores de n dentro do intervalo −∞ < n < ∞, exceto

para n = 0, obtemos o valor mencionado. Caso contrário, temos n = 0.

Portanto, esses são os resultados apresentados pelo software. Para o Exemplo 2

(BOYCE; DIPRIMA, 2010, p. 483): Encontre a temperatura u(x, t) em uma barra metálica com

25 cm de comprimento, isolada tanto nas extremidades quanto nos lados, cuja distribuição inicial

de temperatura u(x,0) = x para 0 < x < 25. Como no exemplo anterior é preciso identificar

qual problema homogêneo do calor se trata, e nesse caso se trata do problema da barra isolada

termicamente também nas extremidades.

Sendo assim, seleciona-se o problema 2 na interface. Inserindo o valor da função

f (x) = x, o comprimento L = 25 e o coeficiente de difusidade K = 1, substitui nas linesEdits e

clicamos no botão calcular e esperamos a barra de progresso carregar como ilustra a Figura 42.

Após a finalização da barra de progresso será apresentada a tela de resultados para os

parâmetros utilizados, os quais consistem nos mesmos aspectos da tela de resultados do problema

anterior. A resposta do exercício em latex renderizada é como ilustra a Figura 43.

Seguindo a mesma estrutura do exemplo anterior, mas adicionando o coeficiente c0,

a resposta do exercício em latex renderizada é:

12.5+0.08




625.0sin(πn)
πn + 625.0cos(πn)

π2n2 − 625.0
π2n2 for n >−∞∧n < ∞∧n ̸= 0

312.5 otherwise

e−0.0016π2n2t cos(0.04πnx)

Para o Exemplo 3 (LIMA, 2015, p. 52), procede-se da seguinte forma: primeiramente,

seleciona-se o problema 3 no software, que corresponde ao cenário desejado. Em seguida, são

inseridos os parâmetros necessários. Define-se a função f (x) = x2, que caracteriza a condição

inicial de temperatura ao longo da barra, e o comprimento da barra L como π . No entanto, devido
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Figura 42 – Parâmetros inseridos e barra de progresso

Fonte: Autor

Figura 43 – Resposta do software para o exemplo 2

Fonte: Autor

ao fato de o software aceitar apenas valores numéricos no formato float, utiliza-se a aproximação

L = 3,14 para representar o valor de π . Além disso, o coeficiente de difusividade térmica K = 4,

que determina a taxa de propagação do calor ao longo da barra.

Após a inserção desses dados, o cálculo é iniciado. Durante o processamento, a barra

de progresso (progress bar) será exibida, permitindo que o usuário acompanhe o andamento da
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operação. Assim que o cálculo estiver concluído, a tela de resultados referentes ao Exemplo

3 será automaticamente aberta, como ilustrado na Figura 44, onde os resultados gráficos e

numéricos poderão ser visualizados.

Um ponto importante a ser destacado é que o resultado da expressão, quando ren-

derizado em LaTeX, é extremamente extenso. Devido ao seu grande tamanho e complexidade,

torna-se difícil visualizar a expressão em sua totalidade ou compreendê-la de forma adequada.

Por essa razão, optou-se por não exibir a expressão.

Figura 44 – Resposta do software para o exemplo 3

Fonte: Autor

4.2.1.3 Discussão das Diferenças

Como demonstrado na seção anterior, as duas abordagens para resolver problemas

homogêneos do calor, tanto de forma teórica quanto numérica, agora, discutiremos as principais

diferenças entre essas duas abordagens. A primeira diferença que se destaca é o fator 2/L, que

multiplica a integral de cn. Na solução teórica, esse valor é considerado no cálculo, mas na

solução numérica ele aparece diretamente. Isso acontece pelo fato de, uma vez que há diferentes

respostas para valores de n, a biblioteca não agrega aquele valor no cálculo.

Outro ponto importante está nos coeficientes cn. Na resolução numérica, devido ao

uso da biblioteca SymPy, os coeficientes são obtidos de uma forma algébrica distinta daquela vista
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na solução teórica. Além disso, uma diferença visível ocorre na representação das exponenciais

e senóides: enquanto na solução teórica essas funções são expressas em forma fracionária, na

solução numérica gerada pelo software elas aparecem em formato decimal.

Para o primeiro exemplo, a Figura 45 ilustra as diferenças mencionadas. No caso

do segundo exemplo, a Figura 46 apresenta as respectivas variações, e, para o terceiro exemplo,

como não foi possível a visualização da expressão e o exercício retirado não tem o gráfico,

optou-se por não apresentar, pois não há como fazer a comparação.

Figura 45 – Comparações dos resultados referentes ao exemplo 1

Fonte: Autor

Figura 46 – Comparações dos resultados referentes ao exemplo 2

Fonte: Autor
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4.2.2 Fontes de Erro e Incerteza

A identificação e análise das possíveis fontes de erro e incerteza são fundamentais

para avaliar a precisão e a robustez dos resultados obtidos. No contexto da resolução numérica

da equação do calor, esses erros podem surgir em diferentes etapas do processo, como na escolha

dos parâmetros numéricos ou devido às limitações inerentes ao software. Esta análise tem o

objetivo de identificar essas fontes e discutir seu impacto nos resultados finais.

A primeira possível fonte de erro ocorre quando o usuário insere parâmetros que

não são reconhecidos pelas bibliotecas utilizadas. Por exemplo, na barra de inserção da função,

a expressão fornecida deve estar em relação à variável x, pois o código foi estruturado dessa

maneira. Além disso, inserir uma função que não seja contínua também resultará em erro no

programa. Outra situação comum é o usuário cometer erros de digitação.

No caso do campo de inserção para o comprimento (Line Edit), ele está configurado

para aceitar apenas números de ponto flutuante (Floating Point), ou seja, números que podem

conter parte decimal, como 3,14159. Como as bibliotecas são escritas em inglês, é importante

lembrar que o ponto é utilizado em vez da vírgula para separar as casas decimais. O mesmo se

aplica ao campo de inserção dos coeficientes de difusividade térmica.

Esses erros foram identificados ao longo do desenvolvimento do software, e as

limitações impostas visam minimizar esses problemas e alcançar uma maior diversidade de

cenários. A solução para esses tipos de erro é a utilização de mensagens de alerta. Por isso, foi

elaborado um manual do software para orientar os usuários sobre seu funcionamento. Além

disso, o software exibe mensagens de aviso quando tais erros ocorrem, como ilustrado na Figura

47.

Figura 47 – Mensagem de erro

Fonte: Autor
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4.2.3 Limitações do Software

O software desenvolvido apresenta algumas limitações. Primeiramente, não é capaz

de fornecer um resultado geral, pois utiliza uma aproximação para plotar os gráficos. Isso ocorre

porque as soluções são séries infinitas, necessitando, portanto, de parâmetros finitos para o

cálculo no código. Em outras palavras, à medida que aumentamos o número de termos n no

cálculo, a resolução obtida pelo software se aproxima da solução teórica, mas ainda assim não se

trata de uma forma geral.

Além disso, o software não é capaz de exibir a expressão resultante do problema

inserido pelo usuário de maneira visual. Por exemplo, a expressão renderizada é a resposta π em

vez de \pi (em liguaguem latex). Levando o usuário a buscar outra ferramenta de renderização,

como por exemplo, o Overleaf.

Essa limitação está relacionada às bibliotecas empregadas no projeto. Como solução,

a expressão é apresentada em formato LaTeX, permitindo ao usuário buscar outras ferramentas de

renderização, caso necessário. Outras limitações que também decorrente da biblioteca, existem

problemas na renderização das equações, mas essa não é a única questão.

As funções empregadas na parte matemática do código dependem da biblioteca

SymPy, que só consegue processar funções contínuas (pelo menos é o que configurado no

código).

Assim, o software não é válido para funções com intervalos. Outro ponto de atenção

é que, para diferentes valores de n, a integral pode apresentar respostas distintas, sendo que a

biblioteca pode exibir essas soluções de forma diferente dos exemplos usados para comparação.

Esses aspectos estão detalhados no manual do software, conforme ilustrado na Figura 35.

No caso do gráfico 2D, os tempos t estão predefinidos em cinco instantes, o que pode

ser inadequado se a solução exigir mais tempo para uma visualização completa. Atualmente,

apenas o programador pode alterar esse parâmetro diretamente no código, pois não há opção

disponível na interface gráfica.

De forma semelhante, no gráfico 3D, em vez de pré-definir instantes de tempo, é

pré-definido o intervalo de tempo e o número de valores igualmente espaçados nesse intervalo.

Uma limitação adicional é que o software só é capaz de resolver três problemas homogêneos

da equação do calor, embora existam outras variações, como o problema não-homogêneo da

equação do calor.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Nesse tópico, serão apresentadas as contribuições do software para a área de estudo

e as possíveis melhorias e extensões futuras que podem aprimorar a solução computacional da

equação do calor.

A resolução numérica da equação do calor de uma dimensão, viabilizada pelo

software desenvolvido, oferece insights valiosos tanto para o aprofundamento teórico quanto

para aplicações práticas.

O software trouxe avanços significativos nos estudos, pois automatiza a resolução

de diversas condições de contorno e iniciais do problema homogêneo do calor. Ao lidar com

integrais, que muitas vezes podem ser complexas, o software simplifica esses cálculos e nos

permite visualizar o comportamento do fluxo de calor sob diferentes perspectivas.

Embora o projeto esteja apenas no início, ele possui grande potencial para futuras

expansões, incluindo a adição de novas funções, a resolução de mais problemas relacionados ao

calor e até mesmo a inclusão do problema não homogêneo do calor, além de abordar algumas

limitações já identificadas. Podendo até resolver problemas de mais dimensões e diferentes

formas geométricas.

Este software possui uma ampla gama de aplicações, uma vez que a equação do

calor é relevante em diversos ramos. Dependendo da área de atuação, ele pode ser utilizado, por

exemplo, na matemática, como uma fonte de referência para validar cálculos. Na engenharia,

pode ser empregado para determinar o fluxo de calor considerando diferentes coeficientes de

difusividade térmica, entre outras aplicações.

Em resumo, o desenvolvimento e aplicação desse software para a resolução numérica

da equação do calor representam um avanço significativo no estudo de fenômenos térmicos,

oferecendo uma ferramenta poderosa para a pesquisa e desenvolvimento em diversas áreas

relacionadas à engenharia e matemática.
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